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PROLOGO

Considerando la experiencia académica que poseemos y sablendo
que el alumno, que ingresa & la Universidad, no tiene claro los conocimientos
hasicos de geometria vy algebra como también carece de la destreza para operar
con el algebra elemental, es que hemos elaborado este manual de ejercicios de
trigonometria, que sera de gran apoyo parz el fibro “Trigonometria y Geometria
Analitica para las carreras de Ingenieria”, elaborado entre otros, por nosotras.

A medida que ¢l alumno vaya conociendo y entendiendo fa materia,
enconfrarg en este manual una serie de ejercicios resueltos de tal manera que
visualice y capte las téonicas utilizadas.

Al término de cada capitulo, el estudiante encontrard problemas v/io
ejercicios propuestos, con sus respectivas respuestas.

Creemos que si el alumno comprendid claramente la materia, logré
captar las técnicas empleadas en los ejercicios resueltos, vy adquirid la destreza

necesarfa, deberia ser capaz de solucionar, sin mayor dificultad, los ejercicios
propuestos.



INTRODUCCION

Como alternativa a la necesidad de contar con un libro de ejercicios
resueltos de Trigonometria, dirigido a los alumnos de primer afio de Ingenierfa v a
todos aquellos interesados en dicha materia, es que hemos elahorado este libro.

En el Capitulo I, desarrollamos ejercicios y/o problemas, que
involucran razones trigonométricas de angulos agudos.

En el Capitulo II, presentamos la solucidén de problemas, que
contemplan razones trigonométricas de un anguio cualquiera.

En el Capitulo III, desarrollamos ejercicios de identidades v
ecuaciones que involucran funciones trigonométricas inversas,

En el Capitulo 1V, solucionamos ecuaciones trigonométricas. Para ello
es necesario que el alumno tenga claro la destreza adquirida con los ejercicios
correspondientes al Capitulo Iy 11

GLOSARIO:

Antes de iniciar la ejercitacion correspondiente, creemos conveniente
tener presente algunas de las identidades trigonométricas que utilizaremos en la
solucidn de los ejercicios y/o problemas aqui planteados:

1. sen’a+ceos’a=1

2. 1+tgla=sec’ e

3. l+cotg’a = cosec’n
4

sen{ct f)=senc cosff L senfi cosa



5. cos{et f)=cosacos BF senasenf

igee £ 4
6. glatf)= 1§fga é:fﬁ

7. senlo = 2senccosa

B. cosZa=cos’a—-sena=2costa~1=1-72 sericx

iga

9. wl2q=-

5 1-1g'a

10. Sengizi" iwméfﬁ

11. casﬁm:t.,! 1+m§§£
2 Z

ax Sem {—cosex
12; f E* —

1+ cosex SENC

g+ a-
13. seng +sen = lsen ?ﬁcos 2’5

14, seno~senfi =2 casa;g seﬁa;g

+ o -
15. cosa+cosf = 2c0s % 2’5 cOs b

2

16. cesa~cesﬁmmzsema;ﬁ seﬁa;ﬁ

7. sena-cosfi xé[s&n{ankﬁ) -+ Sﬁﬁ(@“,@)}
18. cosa-cosf = é Ems{aﬁ---f}} +cos{a—- &) E
19, sena-senf = % {c&s{@:w By cos (a+ ]

La simbologia utilizada en este texto es la misma que en el libro
“Trigonometrla y Geometria Analitica para las carreras de Ingenieria”,



CAPITULO I

ANGULOS AGUDOS

13 . , .
Sea cosecor = ri Determinar el valor de las otras razones trigonométricas,
Solucién:

" P 13
Representamos en un tridngulo rectangulo coseca = 3

13 3

/e N

12

Aplicando el Teorema de Pitdgoras obtenemos que el cateto adyacente a o
es 12.

5 12 5 13 12
Luego tenemos seno = —, coso =-=, Iga =, seca =, C0tgo = )

13 13 12

8 ES&’}‘?Q? - E“ COS Y
Sea cotga = e Determinar el valor de 2

i; {S@{,‘vrﬂ,’ -+ ?ga}

rd . I r 8
Solucion: Representamos en un triangulo rectanguio cotga = =



17 15

Aplicamos el Teorema de Pitagoras, obteniéndose e valor de la hipotenusa
igual a 17. Luego :

1 1 1[15) 1[8} 5 4 1

— SeR e — —COS ol B B e = —

3 2 3\17) 217/ 17 17 17 !
4

L(sesca! +tga) E_ }Z 4 };Sw ! 5?1 4
17 17

17,8 8 170 8

Sea cosq —a, a > 0. Determinar, en funcién de "a”, el valor de

sen’ '+ 3cost a1

g - SeHa 4+ Ccosa

Solucién:  Representamos cosa =@ en un triangulo rectangulo, siendo

a
cos&x = -:{




Aplicamos teorema de Pitagoras para obtener el valor del cateto opuesto a «,

siendo éste igual a 4/ 1-a4*. Luego:

sen’a +3cos’a—1 _ (\/l—mazf+3a2—1 1-@*+34° -1 2 e
[ga - sena + Cos & J1_a2 - C l-d’ 1-d+a
¥ . - +a e
. Ji-a +a a a'

bs 7 b1
sen-— . g — - 8eC—

Si1g6 = 47&" 3 p- 6 determinar el valor de "send - cos®”.
- . cotg =
& 4 g3
Solucion:
sent- - g -sece N3 —=
&3 6 _ 2 N3

[g@: = 3

e a

Simplificamos, obteniendo que g0 =+6. Con este valor construimos el

V6

triangulo rectangulo, considerando (g = R siendo /6 7 el vaior del cateto

opuesto y “1” el valor del cateto adyacente. Luego el valor de la hipotenusa,

aplicando el teorema de Pitagoras, es J7. Por lo tanto, se tiene que:

Js

7

sen & . 0059“-4[6—- —l-—
A




E,.r”%

Sea ABC un tridngulo rectanguio siendo:

D un punto del lado 4B

AD=¢

BC=a

5 CAB =30°

]E ABC = 90°

Determinar el valor de DB =x en funcidn de “a” v “¢c*
Solucion:

De acuerdo a los datos del enunciado, el gréfico del triangulo ABC es:

A /
50° | =
iy,

Considerando los valores entregados que  involucran & los catetos,
calcularemos g 30°.

1

i . .
1g30°=—= = . Despejamos x, obteniendo x =43 a-¢
A o x




Si sena - cosa = 0, determinar el valor de coseco |
Solucién:

SEn

S sema —cosa =0 enionces sena = cose de donde -=1, es decir

COSd

P
fga=1. Como a esagudo, o= T Luego coseca = casea:% =42,

Sea ABC un tridngulo equildtero de lado ™2 m” y AD L BC. Determinar el

valor de AD. A partir de lo obtenido, demostrar gue cos” 60°+cot g?30°= Egl

Solucidn: Segun el enunciado se tiene la siguiente figura:

2m

Como el tridngulo es equildtero, D es punto medio de BC. lLuego

BD =DC=m. Ademds cada dngulo interior mide 600 v como 4D es

bisectriz del '\ BAC, { BAD=¥ DAC =30°

1 e ——
En A ABD, 1g30°= —= = ——=> AD=[3m
& J3  AD

Con respecto a la demostracion v considerando el A 4BD, tenemoes:

o 2
3
cos’ 60°+cotg?30°= (ﬁ) + {4@]

2 m



9

13
. cos? 60°%+cotg?30°= —

Una chimenea tiene 30 m de altura mas que otra. Un observador que esta a
100 m de distancia de la mas baja, observa las cuspides de ellas en una
misma direccion con un angulo de elevacidn de 30°. Determinar las alturas
de las chimeneas v la distancia entre ellas.

Solucién: De acuerdo al enunciado graficamos el problema.

T

30

}0
30 |

chimenea
e N

X X

L

ador

chimenea

Observamos que se forman triangulos rectanguios; de ellos obtenemos:

100100 43 IOOJ-

T et el A1

Por otro lado:

!g30°=——1—:§9 =  y=303
y

(]
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. . 1 . .
Luego, la chimenea mas baja mide —93—0—\/5m, la mas alta mide 129 3+30m

y la distancia entre ellas es de 30,/3 m.

Una escalera de 13,8 m de longitud se apoya en un muro, formando un
angulo de 60° . Si la parte superior de la escalera coincide con la parte
superior del muro, determinar la altura de éste y la distancia entre el pie de la
escalera y el muro.

Solucion:  Graficamente tenemos:

y = altura del muro

distancia pie escalera — muro

|

X

muro

Como se forma un tridngulo rectangulo, calculamos :

sen6(®= ﬁ: x =y = 13’8I = 6,9\/3T
13,8 2

E

1 ' 13,8
Por otro lado: cos60°= — = AN y= =069
2 138 2

- la altura del muro es 6,9 m v la distancia del pie de la escalera al muro es

de 6,9 /3 m.



10.

tl

Desde el punto medio de la distancia entre los pies de dos torres, se
observan cus extremos con un angulo de elevacidn de 309 y 60°. Demostrar
que la altura de una de las torres es igual al triple de la otra.

Demostracidn: Sea k y &, las alturas de las torres y A el punto medio de la

distancia entre ellas, siendo *y” la distancia desde A hasta cada uno de los
pies de ellas. Luego enemaos:

{
ig30° == = =y yx"*’@‘;‘f’é {Z)
y V3

Reemplazamos {2} en (1) v obhtenemos:
=a3oh o3 =3k,

- queda demostrado.
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11, Un automévil parte de un lugar A y recorre 30 km en direccion norte. Luego
se dirige a un lugar B situado en Ia direccidn noreste, recorriendo 20 km vy
formande un éngulo de inclinacién de 30°. :Qué distancia hay entre Ay B?
Solucién:  Gréaficamente tenemos;

Sea Eéxxg Y @E:xz
Como AR = AC +CB , determinaremos x, y x,

Sea BD L L

En A EDB, 5951:3{}"’:E«:ﬁEz = BD=10
Z 20

Ademas, casm":if{i = % = ED=1043

A
Con este valor diremos que EC =z, uego CD=104/3 - z.
Sea a =Y DCE = }455@5

BD 10

CD 1043 ~2

Con respecto al A CDB, tenemos fgo =

(1

aE 30
Y conrespecto al AECA, tenemos ga = = = (2
z

Igualande (1) v {(2) obtenemos:
10 30

}O\/g -z —*52:'—

= 4z =303 = zx%ﬁ



i3

Luego, EC—‘m%S—«/? y 55:10@-%(:35‘@

Aplicamos el teorema de Pitagoras en el A AEC y . A BCD:

2
; ' 1543
x2 =30 + %= 900+—-‘/; ~900+57% = 25.9 4+m3—\m25-9-32
2 4 4 ) 4

25-9-19 5.3 15
SoX = = 5 ﬁ: ?ﬁg

4

2
xfz,Derﬁz: i\g +1OO:Z-5~+100:25[3+4 :25'19
2 4 4 4

Finalmente tenemos:

E:xl+x2:§ 19%@:10\/@;”&

12. Un avién que pasa 60 m scbre la azotea de un edificio de 40m de altura,
desciende 200 m hasta tocar tierra en un lugar A. (Con que angulo
descendid? éQué distancia hay entre la base de! edificio y el iugar A?

Solucidn: Graficamente tenemos:

60

20

40 _ edificio

———




13.

14

Siendo : ¢ = angulo de descenso (depresion)
AB = distancia entre el lugar A y el edificio.
Como a=Y 4,en A ABC tenemos:

40+60° 100 1

serna = = =— =g =30
200 200 2
L4 }
Ademas Ig300:i:£33x2100£
M3 ox

£l avidn descendid con un angulo de 30° y la distancia entre el lugar A

y el edificio es de 100+/3 m.

Desde la azotea de un edificio de 17 m de altura, se observa la parte superior
de un semaforo con un angulo de depresién de 30°. Si la distancia entre ia
azotea del edificio y la parte superior del semaforo es de 20 m, calcular la
altura del semaforo.

Solucién: Graficamente tenemos:

30°

20 17

L 307 i

C= azotea edificio
B= parte superior semaforo

A= punto de interseccidn entre a prolongacion de CB vy la horizontal L.



14,

Por geometria tenemos que £ 4 =30°,

I & -
Luego en A AEB, sen 3@@:.,52,@ mx:;z;@:;;;mg (1)

X
Yen A ADC, Séﬁgi}ﬁmixﬂm}—zwmx}xm@i (2}
2 20+x

Reemplazando (2) en {1), obtenemos: ha--:}g%:'?

Luego la altura del semdforo es de 7m.

Lo

Resolver ias siguientes ecuaciones trigonométricas, siendo “x” angulo agudo.

a. 4cos’x- cotgx=3cotgx
Selucion:
4eos’x- cotgx-dcotgx =0
cotgx {4cos’x—~3)=0 ‘
Leotgx =0 => x noes angulo agudo &
J3 Fia

4costx—3 :Gmcﬁsxmi?, a5 decir cogxz§mxz3ﬁg G -

3 I
Cosx = - = x no es angulo agudo.

Luego el angulo pedido es x = 30°,

b. /3 igix—2ege =3
Solucion:
J3 gt - 2ge -3 =0
Factorizando, nos queda: {ﬁzg X4 E}{igxw@}x 9

Jgfgx-%lxé}mz‘gx::wjg::} x no es agudo
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fgx~vf§:(}:>fgx: 3 = x=600

Luego el angulo pedido s x = 60°

C. 3igx=1IZcosx
Solucidn:

SENX
3igx =2cosx, 3

=2c08x, 3senx=2cos’x, cosxz0
cosx

Jsenx = Z(E —sen’ x} => 2 sen” x +3senx—2=10
Factorizando, nos queda:
{25enx — E}(seﬁ x+2}=0

?,sei@x»l:{):@senx:éf::x:%"

senx+2=0=senx=~2 <-1 = no hay solucion

Luego el dngulo pedido es x =30°

d.  cos{90°~x) + cosec x :g . Calcular el valor de fgx + sec x
Solucidn:
5
cos{90°~x) + cosec x ~ 5= 0,

&

senx + - ==0, sacamos comin denominador

SERX

2sen’y -+ 2~ Ssenx

=0, dedonde 2sen’x-5senx+2=0, siendo senx=0
Zrenx

Factorizamos: { 2senx ~1){senx ~2)=0
1
Luego: 2senx - 1=0= senx= > = x = 30°

senx—2=0=senx=2>1= no hay solucion

A continuacion calcularemos el valor de  zgx + secx, sablendo gue x =30°:
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1 Z 3
thG"ﬁ-secBG"m—gmf = le =3

pey
Py

15, Demostrar:

i 1 N
a. + =2 cosec’
I—~coser  1+cosc

Demostracion: S observamos la identidad es preferible iniciar Ia

demostracion desde la expresidn izquierda del signo Por lo tanto;

1 i I+ecosa+i—cosa 2 2 2
+ = = T = e = ) COSECT O
1-cosa 1+ecosa (i-cosal{l+cosa} i-cos’ar sen’a ,

Luego, aplicando identidades trigonométricas basicas, hemos demostrado
que
1 1
+
I-cosa  l+cosa

=2 cosect o

cosa
b, coseca seco ~ =g
Sen g

Demostracion: Andlogamente a la demostracién anterior, tenemos:

cose 1 1 cosQ
Sena  SenQ COSG Sena

LOSECH - B80H —

SeROE GQUSE

ser'o sena
= = = g‘g&
SENZ-COSE  COSE

) cosc
L COsecy - secq — =iga
sena

2senf cosl —cosd
Ve sen@ + sen’t —cost 6

=ootgf



Demostracion: tenemos:

2sent - cosf ~cos@  2send cosd —cosf
- senf +sen’d—cos’@  (1-cos?8)— send + sen’d

2 send cos@ —cosf _ cosf ( 2send 1)
sen'd —senf -+ sem’  sen 6{2 senf 1)

cosé
send

= cotgé.

d. sen’a - cos’ f—cos’ e sen’ B = sen’ o sen* B

Demostracion: tenemos:

sen’ o - cos’ B—cos’ o sen’f = Sezzzfx{j ~sen” ﬁ} - {E - sgﬁzaf}&wz A=
sen’o — sen'c - sen” B — sen’ ff + sen*er - sen’ = sen’or - sen’ B

. sen® @-cos’ B-cos’ a-sen’ f = sen’c—sen’ fi

sen’a—cos’a . )
= t-sen'a-cos’a
Zsen o -1

Demostracion: tenemns:

sen‘a—cos’e(sen'a) —{cos’a) (sen'o—cos a)(sen’a + cos’ a)

2sento—1 Zsent o —1 2 sentor —1

factorizamos la diferendia v suma de cubos

A
(sena - cosa){ sen'er + sener coser + cos” a sena +cose)lsen’a - senacosar+ cos o)
- 2sen’q -1

18



1%

_ (sena ~cosa) {1+ senacosa) (sena +cosa) {1 — senacosar)
- 2 sen” a1

| (sena —cosa) (sena+cosar) || (1+senacosa) (1-sena cosa) |
2sen’ a ~1

{ sen® o —cos*ar) {1 — sen’ acos’ @) | ser’ o — (1 sen’ a}](i - ser’z - cos’ )

Z2sen’ -1 osento—1

( 2sen’ o — 1)(2 ~ sen” ¢ cos” as}
2 sen” o — 1

= | —sen’a - cost o

sen® o —cos’ & ) )
’ m—m———mT—m—-—mm§~sen O CO8 &,
Zsen g 1

¢ gPrsec’ fosecf _ g’ B + sen B
sec [

Demostracion: tenemos:

g fsec’ f-secf  igh  sec’ f secS
puasd - -
sec f secff secf  secf

= sen i +{S@€:Z§« E}r— sen 3+ ig" B
En general, una identidad frigonométrica puede demostrarse utilizando

distintas formas; como ejemplo, en el ejercicio anterior hacemos:

senf} 1 1
igh +sec’ f-sec B cosf T od 5 cosf
sec 3 - b -
cos
senfcos’ f+ { 1~ a@gzﬁ}
B cos® B _senf cos” B+ sen’ B
B 1 - cos’ f3

cos
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senflcos’ f sen’f
cos” B cos”

senB+ig" B,

( lsena+ c@sa}zz 2{ 1- Sena) (1 +cosa
Demostracién:  La iniciaremos elevando al cuadrado el trinomio:

(1-senc +cosaf = 1+( sen® @ + cos” &)WZSena +2 cosa — Lsena cosa
={2-2sena} + ( 2co8a~ 2 sena cosar)

=2 ( 1“*53?’?3‘:5}+ Z cosa ( Ewsgna}

= {1-sena){ 2+2cosa}

= 2{ - sena}( i+ cesaf)

~ (1=sena +cosaf = 2{1-sena}{ 14 cosa).



EJERCICIOS PROPUESTOS.

1.~ Determinar el valor de:

Ehe0° + 2igt4s°

21

Resp.: 10
25en30° - ¢0s30° - cotg60°
z o Z 5]
b. 2 cosec 452 3 sec” 30 Resp.: O
1+ig” 60°
. cotg . g 4 gect Resp'z«
P ET S 4 T3
d. 2sen’-sec’ L . cost L Resp.: 3
3 3 3
. 13 .
2. S sece = T determinar el valor de :
2. r—3 '
4 o 2sena—3cosa Resp.: 3
4 seno —9cosa )
- 2
3-8 wa= o ‘f‘; , demostrar que : {p‘* ~g‘g) cotgm - senq = (pz - qz)?

451 senla=cosa, siendo 2q agudo, determinar o.

Resp.: 309

5.~ Sobre un pefiasco situado en la ribera de un rio se levanta una torre de 125 m

de altura. Desde el extremo superior de la torre, el dngulo de depresidn de un

punto situado en la orilla opuesta, es de 309 y desde la base de la torre, el

angulo de depresion del mismo punto, es de 15°, Determinar el ancho del rio y

la altura dei pefiasco.

Resp.: :

253 +3) 1253
2

?

Z

6.~ Una chimenea tiene 30 m, de altura mas que otra. Un observador que estd a

100 m de distancia de la mas baja, observa que sus cdspides estan en una
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recta inclinada respecto al horizonte formando un angulo de 30°. Determinar
sus alturas.

Resp.: «]'—@éﬁgm; }-gw(}(}\/§+9)m

7.- Desde el pie de un edificio se observa la parte superior de una torre con un
angulo de elevacion de 45°. Desde la azotea del mismo edificio se ohserva ia
cuspide de la torre con un angulo de depresidn de 60°. Fi edificio es 20 m
mas alto que Iz torre, Determinar ambas aituras,

Resp.: %@m : %(ﬁ—%f«?)m

8.- En una avenida una persona A visualiza, en 1a direccidn norte, la parte superior
de dos edificios, con un angulo de elevacion de 30°, La altura de uno de elios
es el doble de la del otro. Otra persona B, situada en la parte superior del
edificio mas baio, visualiza la parte qm;}erm;f de una antena situada en la azolea
del otro edificio, con un angule de elevacion de 45°. Determinar la altura de la

-antena, si 1a distancia entre A y el edificio mas bajo es de 50 m.

Resp.: %(ﬁ—l)m

. 3
9.- S tga +seca =2, demostrar que sena = A

fr )
cotg’mma)’secsez cotg o
kiZ = /5'2@4
N § 1E

10.- Demostrar que:

s
cosect o sen’ {
L

11.- Demostrar:

a. sen{90°~a)- cotg {90°~a) = sencx



b.

.

d.

fi.

senfl - cos¢ g8
cos’ 8 —sen’® 1-1g%0

{ cotthMB) (Z%cotg§m 1) =3 cosec’d —10cotg §.
sen’c- cos’ a +costa ziww«g——zw
cosec &

. Sen o - cosa
V2 sen® = sena — coser, Si gl =

SERNCG -+ COs

(fgﬁ+ secﬁnz‘gzﬁ}sﬂsﬁ:sec:zﬁmim‘eﬂﬁ

l+cose  coseca—colga

=4 cotgo-coseca
l—cosa  coseca +cotga

cos' o —cost o senta — Zsen® o = costa - 2 senty

2 seny -cosy { 1+ seny)+cos’y 1+ seny
L+ seny secy

sen’n o n

setec 1+{p ~1)-sen*a | Sl niga=g(ra) nek

COS
=seca +iga
V1 ~seno

sec’ o + cosec’a = sect @ - cosec’

23



24

CAPITULO II

EJERCICIOS QUE INVOLUCRAN RAZONES TRIGOMOMETRICAS DE UN
ANGULD CUALOUILERA,

Determinar el valor de A, siendo:

I
t—cos® 210 N 4 4

S

" sen330°+sen 450° cosec” (~300°)

Solucidn:  Observando la expresion, expresaremos los angulos de las
razones que correspondan, como la suma o diferencia de un angulo
cuadrangular v un agudo. Ademas, transformaremos las razones

trigonometricas de un anguio negativo a una de angulo positivo. Es decir:

-~ i t _7_£
1-cos’ (180°+30°) g ootg—

= +
sen(360°-30°) + sen (360°+90°) {~ cosec 300°F

_ ; T ; T
1-—(“ 0933{3-“}2 ~ gz co.g?
sern{-30°) + sen 90° cosec” (360°-60°)

5
220 rgz{ ‘ cotg—ﬁ
1—cos°30 4 4

T~ 5en30°+sen90° cosec” (—60%)

Como cosec® (—60°) = (—cosec60°) = cosec’ 60°



Siosen A=b, 05 4 < 90° determinar &l valor de:

(2
S@?’?L % ~ 4 )Jrzg(ﬁmé)

cotg Z oy (%) - cesgeﬁ;{/?ﬁ + Jé)
2 L2

en funcion de b,

Solucion: Como sen A=6 vy Ae[ é}é% tenemos
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Luego:

5’5;2(§E - A] + g (m - 4)
2 __—cosd-1g 4
cotg[g +,A)mcosec(3; +A) ~ig A = (=sec )

/ i j’}z 4+ ___bv

_ cosd+igd V100 1-b b

g 4 ~sec A b 1 h-1

Ji-00 1o

Demostrar que:  sen125%-c0s25° = — sen 5%

Demostracion:
5en]25°-cos25%= sen{120°45°%) — cos(30°-57)

= {.sen 120° - cos5° + senrd®. 5{351200}~(e9530°~ cos5° + sen30° . sen5°)

sen{180°~60°) - cos5°+sen5° - cos{180°~60°) ~ cos30° - c0s5°~sen 30° - sen5°
= 5en 60° - cos5%+5ei5° {~ cos60°)— c0s30° cos5°—sen30° sens°

3 13 i
= 22 008 5%~ $en5° - — — 00§ 5° — — 58150
2 z 2 2

= — gep 5°
o &en 125%—cns25% = ~sen 50

Siosen2® =g, verificar que:

cos208° - 1g152° + 5e11298°—-a _at -1
I 242°  cos 118° +.f 1—-a’ sec® (-28°) o'
Solucion:
cos 208° 1g152° + sen298°~—q _cos{180°428°) 1g (180°-28°) + sen (270°428°) - a

12 247° 005 118y 1—a® sec” (-28°) /g (270°-28°) - cos(90°+28%) + V1 — a7 -sec” 28°



_ —cos28% (~1g 28° )+ {~ cos 28°)—a
cot g 28° (~ sen28°) + J I—a® - sec’ 28°
cos28" - 1g28°—cos28°-a
~cotg28° - sen28°f1-a’ - sec’ 28°

Pero como sen28°= ¢, (eNemaos:

1 a
28° | =
Ji-a
Luego:

[i-a 2 14" - ‘

Y i 1-a* J1-a-a B o) 1
R — e
e a—mfﬁ - o o T a4 e

. 24 :
Sisene =, determinar el valor de:

A { Sor !
Se;f{MA + @1» mSZ(Zfrwa}- z‘gE I
4= / \ 2 /.

' ¢ Sar
cotg’ (z +a)- S@,{,Lmém a J
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Solucidn:

- SEI?[}E - é):] - cos’(-a) - lg[ 2+ +aj
A = 2 2.

cotg? {7 +a)- Sefz(Z;rzr + 3;; - a:}
\

~{~cosar}- cos’ - fg( % + a}

2 T
cotgrar- Sen[tzf - a)

coser - cos’ o - (~cotge)

cotg’ @ - cos

6052 (24

cotga

, , ) 24 , ,
Agui va podriamos evaluar sabiendo que sena:_;%«« 0 sequir reduciendo Ia

expresion obtenida. Si hacemos esto Gltimo, tenemos:

cos’ a
= = Send - COS@
cosa

SERCE

Como Seﬂa=§§> O m=aei C 6 C

Ademas:
e
f;/ 24
/4 -
J 625576 =17
S eell, *24'1‘*168

T35 25 625



- - 168
St el O, Az;ﬁ*mj*:”w:“
Z25 25 625

St cosec@ = ~a*, determinar el valor de:

sec(-%mﬁ% - &} : sen(?;z - 6‘)
A= 2 2

tg@ + ) cosec (2n - 8)

- . \ .
Solucidn:  Como seﬁi?g« - é?) = Sen( 2+ Js —-8 = sesz% - 6‘)
4

—Cosecd ). | —cos cosé cos
! 9)-(-cos6)  cosd _ cos’d

1g6 - (- cosecB) sené "~ send

Pero:

Como cosecd =-a" <0 y cos’@>0 no es necesario hacer el andlisis

para el IIIC. v IV,
Luego:

Y
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Una persona que estd situada en una calle a 100 m de una torre visualiza la
parte superior de ella con un angulo de elevacion de 60°. Sobre la parte
superior de la torre hay una antena que fa persona la observa con un
angulo de elevacion de 75°. Determinar la altura de la antena.

Solucion: Graficamente tenemos:

K~ . antena

J . Tore

7Ee

3 .
Ox// e [ (B
persdna

Considerando los datos entregados v el grafico obtenido, tenemos:

T T
g 60° = v = o3 — > T = 100,/ 3 1
€ 100 B 100 \/“ (1)

74 1g30° + 1g45°
g75°= 175 . Pero 1g75°= g (30°450) = 80 18
160 1—-#g30° . 1g45°

+1
T+ 3 ) )
3 = ‘c . Racionalizando obtenemos que @ g 75%=2+ V3

Luego 2+{/-:‘?:;;~:>xﬂeg}{2~w’§")w T

Seglin (1) : x=200+100,/3 -100./3
x =200 m

Luego la altura de la antena es de 200 m.
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Bn una avenida se encuentra un poste BC. Hacia un mismo lado de él se
han colocado dos cables de tensién del poste, siendo ellos AB y DB. Si

Y ADB =165, DB =8m y AD =2m, écudl es la longitud del cable AB?

Solucion: Graficarmente tenemos:

Sea BC =y
DC =z
AB =X

Del gréfico ACDB=15°. ¢ Como obtenemos el valor de las razones

trigonomeétricas de 15¢ 7. Escogemos una de ellas, como por ejemplo

sen 15°, sabiendo que:
ser15°= sen( 45°=3 0°) = sen 45° cos30°-sen30° cos45°=

Luego:
Como conocemos el valor de DBy DC, aplicamos teorema de Pitagoras

en el A BCD, siendo:
2= 64-a(J6-y2f = 64-24+163 =8 =y 324163 =4y 2+

Aplicamos nuevamente el tecrema de Pitagoras al A ABC, siendo:

X = \K2+41/2+\/§)2 + 4(\/—”[5?

= z\fz+4\/ 2443 +4{2+3)+6-212 +2




:2J41/2+ 3+17

la longitud del cable 4B es 2\/41/ 2443 +17.

Considerando la figura dada, determinar el valor de 7g& .

Solucion: De acuerdo al grafico dado, tenemos que:

tgd= f, tg(¢9+a) = z, igo = 1
6 x x

x 1
__.-+-__
! f
~1g(B+a)= gotiga _ 6 x} = >
l-ighiga (_X 1
6 x
x2+§
3_ 6x _XT6 s g
x % 5x
bx



10, Considerando la figura dada, determinar el valor de x en funcidn de h,
C

Solucion: En A 4BD, Y BAD =90°~a

[

#
Sag (90°—a) = — = @ﬁtg&mf{:ﬁ» fga == (1)
P 2 P

e

Por otro lado:

ig] 459+(90°-a) | = %ﬁ =5 1g( 135 ) = %ﬁ =

i

gl3s'—ga x4k - ~l—tga x+h
I+igi35% o Z I-foa yA

i+tga  x+h

rReemplazando (1), obtenemos:

kg1 h
2

h  RtZ _ xH :}x’%m&mz%mkém
2, 2- 2 — i
I

J2htAd L ATA

2~k 2—h
4+h
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Sea ABC un triangulo rectangulo en C, tal que:

11.
B__
X
Y
A C
X + y{m, +2m,)
Demostrar  que: igla+p)=
m, (m, +m, )~y e+ y)
e . Xy ¥
Demostracion: de! grafico tenemos:  fga = ——i—  Ig f = -
}’?Z‘.i - m, i
Ademas:
ey Y
. ’ ‘ + + v, + VI
Ig({},’%—ﬁ)ﬁ 5g€¥+ gﬁ - ??21_5-1’}32 2y _ Xink, - VEL, VI, VH,
I—tga-gh (. XV Y mymm)-y(xty)

m,oTH, i,

o xm, v (m - 2my)
my ()= y X+ y)
o, + y{m +2m,)
ctgla+ f)= y T ¥ A 2
nt, (my + )~ v (x+ )

i J3

12, Demostrar que:
seni(®  cosld”

Vi c0s10°~/3 sen10® _

Demostracion: -
sepli® cosl(® sent(® . cosilf




(1 3
_ 4| = cosl0® - X senl0e
 2(c0s10°—+/3 sen10® (2 2 _

25er19° - casld® 2senl1 (. cosll®
4 (sen30° - cosl0 — cos30° - senl0®)  4sen{30°-10°) B
ser 20" sen 20°
— 4 sen 20° _
sen20°
i B

" senl0®  coslo®

13. S tgf=2sena - seny - cosec(a+y), demostrar gque cotga,cotgf ¥

cotgy estan en progresion aritmeética (P.A).

Demostracion: S cotga,cotg Sy colgy estan en progresion

aritmética, debe cumplirse que:
cotg f—cotga = cotgy ~ cotg )
Zeotgff=cotga-t cotgy
Como ig f =2 sena - seny - cosec {a+7)
I 1
Ig B Zsenw - seny -cosec (o + F)

ot g = —— b
2 senc - seny

SeRCE - CO8Y -+ SRy - COSR

Zeotgf =
&
' Sernd - Seny

SERG - COSY 4 SCRY -OO3Q

SENG - seny e seny
=gotgy +ootga
- Z2ceotg A =cotgy c&é:g‘cﬁ
Lo que significa que cotge. eotgf v cotgy estan en PA,
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14.  Dado el siguiente tridngulo.

= Sosecf cos{ B +¥)
B cos{e + )

Demostrar gque: = X,

Demostracién: del tridngulo se obtiene que: g(a+ /)= fﬁ;ﬁi! es decir,
y
NERTeney

/ X+1 4
<

a+f| r

¥

1 )
tgfl =, es decr ,
Yy

(2)




y .
loy = —— s decr
44 Y I3

\/{x+‘i>2 +}:2 y
—
X+1

Ademas:

sos(ﬁ+y}:c@sﬁ»c@sy»senﬁnsen;f

., x+1 H b%
1+ S+ ‘/uy g(x+i +y?
X+ Y-y Jx

\/h-y \/(x+1:§ +y qi%y an;(x*&) +
Luego, reemplazamos (1), (2) v (3) em

P Jx :
4= c(}se{:ﬁ«c@s{ﬁﬂ»}f}: ity o\/(xﬂ)‘wtyz
GQS(&Jr,{?} Yy

@Gf?w&(xa 1}”

B )/:x'«ﬁfyz+(x+l}2 B

h ¥ {x—%i)z +}22

_cosec - é:;i}s{ﬂ%-;f}
A cos(z + B}

15, Verificar que  cos57%+sen27°= cos3’

lucion:

Observamos que 579=600-30 y 270=3(00-30
Luego:

cos 57°+sen27%= cos{60°-3}+ sen (30°-3°)

(3)
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= ¢0560° - cos3+sen 80°% 5en 3%+ 5en20% cos 3% —sen 3° cos30°
1 3
=— COS3°+£ sen3°+—l« cosB"——JE sen3®
2 2 2 2.

= ¢os3’

S 008 8T%45en27°= cog3°

16. Demostrar que:

iga +G0‘€ga
I—cotga 1-ige

=l+rigatootga,

Demostracién: Como 1a igualdad estd en funcion sdlo de ga v cotga,

trabajaremos en funcion de rga , es decir:

oo cotego v 1o
ga  cotge o | igw

l-cotge 1-tga _ 1 1-ige
g

_igla N ] _ igla 1 3
tea~1 lga-iga lga-1 igaliga-1)

_ a1 :{gga~i}(zgza+rga+i}
zga(tg&:mé) fga:(zgami)

et
‘ - 1
Jlgatigarl e~ gatltcotga
g g

fea cotgear
& + &

=l+iga+cotga.
l~cotgar 1-lga

17.  Si 1g Ba-35°)=cotg(90°-F) ¥ sen{ 2 —a)- cosec15°=1, calcular el valor
de : 2sen{a+f-3)+igla~p+44°), siendo 3¢-35° y 2f-a angulos,
agudos. |
Como 1g(3a-35°)=cotg{90°-5)=
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ig(3a-35)=1g 8 = 3a 35 =4 (1) , ya que estos angulos son

agudos.
Ademas:
sen{ 28— a)- cosecl5®=1=> sen{ 28 —q)=senls= 2 ~a =15 (2), por la

misma razon anterior.,

Resolvamos el sistema formado por (1) v (2), obteniendo:
3a—-p  =35°

a=17, f=16°
—@+2f =15

Luego reemplazando « v £, obtenemos que:

2 sen{a+ f~3°)+ tgla - +44°) = 2 5en30° + 1g 45°
S lgi=2
2

o Zsen{a+ B-3)+ ig{a~pB+44)=2

18, Sea ABC un tridngulo cualquiera, siendo o= BD = altura del triangulo,

CD=y, DA=x, ¥ DBC=p y ¥ DBA=a, demostrar que:

v af{x+
(et f)= "2

Demostracion: SegUn los datos tenemos:
X
ga=—, gfh=2 (1)
44 14

)  igatigf
..Eg(&*?ﬁ):"{migwﬁ



Reemplazando obtenemos (1) , obtenemos:

X ¥ x+y
Tt o a{x+y)
iolg+ B)=-2—4 = G
g( )5) Y fiﬁ o —xy
& sz
19, Si 1+2fgx seny =igx+iseny, determinar el valor de g (x-+y), siendo x,
y agudos.
Solucion:

Como 1+ 2igx seny = ige+2seny , IENEMOS:
2tgx-seny—igx+1-2seny=10
tgx {25eny—1}- (25eny-1)=0
{2seny 1) {igx-1)= 0, de donde

238;?}1—»1:{}:359?23/:%3}1:30"

tgx—1=0= fgxr=1= x=45°
gasegie
s‘g(x+y)=zg(45°+30°): & g =
1—1g45° - 4g30° ,

[~
i

A
VERS

40
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21,

41

Radionalizando, obtenemos que:
g (x+ V) =1g75°= 243
Si senx+cosx = n, determinar el valor de
M={1gx+cotgx+ secx + cosecx)- senx-cosx, en funcidn den”.

Solucidn:  En este caso nos conviene expresar M en funcidn de
senx y/o cosx, €S decir,

M

( SEFX  COSX 1 1
= + e + SENX - COSX
Lcos X SEmX COSY  SeHy

) © SEHX - QOBX

7

B S@flz X+ COSZ X+ Senxy +Cosxy
Senx - COBX

i

I+ { semx + cosx)

= I+4+r

LM =14n.

Sl sena=0,28 acll.C vy cos #=0,6, feV.C., determinar el valor de

cos{ & + ).

Solucion: Tenemos:

seﬁaz(},ZSx-—?‘—%ci:} aell
100 25

cosf = 0,6= 2 =S BelVC.

Lo
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 cos{ @+ B)=cose - cos ff — sen o~ sen f3

(22 2
L 25) 5 250 5)

_=72+428 44
125 125

44

Leosiadt T e
(a+p)=-—

22.  Si a+ p+y =7z, demostrar que:
iga—-igB+igy—igy -iga-1gf=-21g p.
Demostracion: Como:
a+fBry=n=a+tf=m-y. Si a esta (lima igualdad e aplicamos

tangente, obtenemos:
igla+f)=1glz—y)=-1gy

l—tgo-1gf

iga+igh =—igy +iga-igf-igy =
iga+ig f+igy —~iga-igh-igy =0, restamos 2s/g 8 a ambos lados y

obtenemos: tga —1gf +1gy —1ga-igf-tgy = -21g B que es lo pedido.

 —sec’{90°-a)+cotg’ (~180°~c)

23. Si 4=
45@?3(2& - —’g) ~8cos? {270%+a)
J

; ]
, verificar que A= e

Solucion:
~(cosecary +[- corg(180°+a) [

456?’?{ —M(E ~- 2 a\‘ 1 ~8 cos*{270° + &}
AT

A=

pd 2
~cosec’ o +eotg’a  cosec’a—cotgw
—dcosTa —8 serfar 4 cosla + Bsena
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_casec’ a — (c:osec"‘a - 1} 1

4{1 - Zsenzm} +8senc 4

T
H

SoA =

o
. 1+ .
24. S coseca = w e 1.C., verificar que:
o
1+a
secia+igla = —
i—a

y W 1+a?
Solucion; Como ,coseca = —— , [ENOMOS

&
a
]
1 senl i+senio
secla-Higio = + ¢
costda  cosZa cosdea
o i
L+ :
_I+2sena cosa Jiva: 1+
cos? o —sen’a R at
T+a* 1+4°
- Za T+a +2a
N T Y- S Y L (1+a)’ _1ta
1-a’ 1-a®  (1-af{i+a) 1-a
T+at [+t

25.  Desde lo alto de una torre de 10 m de altura, los angulos de depresion de
dos objetos, gue estdn en una misma direccion, son uno igual a la mitad del
otro. Si la distancia entre los objelos es de 20m, determinar la distancia
entre la parte superior de la torre v &l objeto mas lejano.
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Solucion: De acuerdo al enunciado, graficamente tenemos:

&/ 20
10 X
( 20 (a
\.__,____ﬂ___"_w_w__w___/
y 20
Luego
ngszzgw, {1
y+do
10
foq = 2
g y+20 2
20
g 10 y+20
2o = 2 - _
8= e DY@ 100
{y+20)
20
10 _ y-l—;’?;() 10 2 {v+20) N
y {y+200-100  y ¥ +40py+300
{y+20)

Y2440y +300= 237 +40y = ¥* =300 = y = 1043,

Aplicando el teorema de Pitagoras, obtenemos:

%=+ 107 +{20+10.3] = 1004400 + 4003 + 300

= 30044003 =  400(2+/3} = 20,24 3 m

. La distancia pedida es de 20y 2 +4/3

7,



26.
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En los extremos de una calle hay una torre v un monumenic los cuales
distan 200m desde sus bases. Desde el punto medio de la caile se miden
los angulos de elevacion a la parte superior de ellos, siendo la suma de
estos igual a 909, .Desde el pie de la torre el angulo de elevacion de la
parte superior del monumento es &, y desde el pie del monumento el
angulo de elevacidon de la parte superior de la torre es 2 ¢. Calcular la
attura de la torre v del monumento.

Solucidn: Graficamente tenemos:

!
!

_ ) 28
| 100 i 100 — 1

Siendo T la torre y M el monumento, de acuerdo al gréfico, obtenemos que:

fg@:"fz“gfda 26 =2 gif=90 | ga=2, (gh =

200 160 100

Como a+B=90° = a=90"-f . iga=1g{90°-F}=cotgp

Cx+y 100 (o0 ..
L et T s N PR &1)
100 = x
2
Ademads: ig26 = ngf =20 F 200 émi;x o
1“~§g G 200 1 xM (2{}@} —y?

(200

Reemplazando (1) en (2), obtenemos:
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(100 400x

- 5 . 2 2
200 %~ (aoof 7 = S0(200F - 50" = 400z

ya .
= 450x*= (200 - 50 = xzxL%SQLZ>Xz%%

Reemplazando este valoren (1), tenemos:

200 (100Y 3.100° 200 200 250
+y= = Y= - 2= 150 — e 5 e
3 7T a0 G RE 33
3

. 200 250
la torre mide x+y = mgm,jvmgw ~150m v el monumento, x = g;gwm&
2

27.  Desde la parte superior de una luminaria ubicada en el bandeidn central de
una avenida se visualizan, a su izquierda y derecha las bases de dos
semaforos, con angulos de depresion de 45° y 759, respectivamente, Sila
distancia desde la base del semaforo izquierdo hasta la parte superior de la
luminaria es de 156 m, determinar la distancia entre los semaforos.

Solucidn: Graficamente tenemos:

45¢ 75° )

iﬁs/
e

2 -
A D B

Siendo A v B semaforos y C parte superior luminaria AB = distancia pedida,

Sea AD=x, DB=y

2 7 e I
En A ADC: 56?245"::#& b £:w—~:> ho= 7842 = AD = x =782 (1)
156 2 156

ya que A ADC  es isbsceles.
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Sabemos que g75%=2++/3, (valor obtenido en el ejercicio 7 de este

capituio). Luego en A DBC,

ol b Tz s _
§g75w2+£w;w7~m ym2+ﬁm?8ﬁ(2 \/g} (2}

- De (1) y (2, la distancia pedida es : 45 = x+ y = 782 + 783 (2~ /3)
=782 (14243
=782 (3-./3) m.

Una persona estd ubicada en una tienda del primer nivel de un centro
comercial. En forma recta camina 10 m, encontrandose con una escalera
mecanica que conduce al segundo nivel y que tiene una altura de 5 m,
vistalizando la parte superior de la escalera con un angulo de elevacién « .
Sube al segundo nivel y recorre 10 m en el mismo sentido y direccién que
utilizo en el trayecto que realizd en el primer nivel. En este lugar encuentra
ofra escalera mecanica que baja al primer nivel v visualiza su base con un
angulo de depresion igual al doble de «. §ila distancia entre las bases de

30+20,3 . . . .
las escaleras es de w-mwgi! determinar fa distancia total recorrida por

asta persona.
Solucion: Graficamente tenemos:

C 10 B

20

14 F
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Se nos esté pidiendo ef valor de 4B + BC +CD + DE si BF = x, GE=y

entonces x+10+ y =

304 2043 2043 3
__S_mjx.g.y:__éi“__::} y::z%\/:——x {1} Por

otro ladoc en A BCF, o _2 yen A DGE, ngazé?
X Y

21
Como fg2a= ?m»fw?mf reemplazando, obtenemos;

10

5 10x ¥ - 25

5
T = = =
¥ 25" g5 7 2x
y
xa

@

Reemplazando (1) en (2):

2043 L X25
3 2x

= 4043 x - 637 = 3x7 —T5 =

0x? - 4043 x-75=0= {33 x+5)Fx-15)=0=
5

3f3x45=0= x=- { no es solucién, por ser negativo) 6

33
15
V3x-1520 = x=—2=5/1
43
- 3
Reemplazando este valor en (1), obtenemos: v = «%%‘@; ~54/3= %{

— —— !
o BC=4/25+75 =10, ;?E':J25+%5- zaj}%‘?;ﬁi%@

Por lo tanto, la distancia pedida es:

1043

1041010+ —== =30+

10v3 1000443
3

]
3

#a

. . 4 erp
Determinar el valor de Gmtg% s cosa = s i C.

Solucidn:

z <ﬁ<§£;ﬁﬁ@fﬁ{f,
4 2

, 3
St meagec——<
2 2 2
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Ademas,
3
d [ ., aelllC
4
1 [Wﬂ 41
he 5) s 5 1
Luego, cotggx Lo lheosa S A S 5
2 ggfﬁ SEH 3 33 3
2 3 fS 2
30.  Sicosd= i Ade l1C., determinar el valor de cos2d v cos—, indicando
A

el cuadrante al cual pertenecen 24 v 5

4
Como cosd = -y tenemos:

Sotucion:
5 3
o
LA .
4
Come Aell.C = senm A= E

O

Ademas cos 24 = cos® A sen” A
=2c0s" A 1 &

=1-2sen’ A4,



31.

50

Sabemos que utilizando cualquiera de estas tres igualdades el valor de

: a3y 7
cos2A4 es el mismo, luegor cos24d =]~ | | | ==
5 3 23

Como §<A<7r_—:>zz<2A<27;. Pero cos24 >0=>{24)e IV.C.

Por otro lado, < 4 <X ﬂ[ﬁ e 1L
4 2 i

Si cosec2x = ~1,25, 2%) e IV, calcular el valor de cos’ x-—ngx»}?-

15
L 125 5 4 ,
Solucidn: Como cosec 2x = ~125 = ST R = senlx= e es decir:
5 4
2x [

3 3
Pero, m-g«: 2y <2 ww§< x<n = xe HC,

Z 4 2 12 6
oSt x—1g2x—-m =008t X | —— | = = 08" X+ = 008’ X+
15 3, 15 15 5
—
T+ cos2 1+ 2
7 84X i .
Ademas, cosx =-— ©0 :w'\j SR
2 2 A5

14

;o costx - zg2x«§?<w{ 5} +_§ ?L
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32. Si gé= _b_, g e Il1.C., demostrar que: acos28+bsen2f=a.
a

Demostracion: Si tgﬁ:!-’- entonces:
a

gelllC.

Luego, acos2f+bsen2f =a ( 1-2 sen’ 8)+ 2b sen@ cos@

= a 1—2(

—Jb—*-y +Zb[ 0 y = }
\m \/az—i-bz)k\/ a +b’

at +b* waZW 2ab’ at b +2h a:z(a2 + bz)
a =a =
a’ +bh* ) at+b? at + b a + b

33, En un tridngulo rectdngulo el valor ce la hipotenusa €5
1 1 2 (1+cos2f3)

+ y el de un cateto es
cosecf—cotg B cosecf+cotgf senl fB

Determinar el valor del otro cateto.

Solucion: Graficamente tenemos: C

HIPOTENUS g CATETO DADO

A CATETO Déccmocmo B



(W
[

Siendo ABC un A rectdnguloy AB =x. Aplicando teorema de Pitagoras,
cbtenemos:

: { 1 1 }2_4(1“:052)8)2

X' = +
cosecf—cotg S cosecf+cotg sen’ 23

B cosec B +cotg B +cosec f—cotg ff Z* 4 -(1+2 coszﬁf‘%)
(cosec f —cotg B){cosec B + cotg ) 4sen* fi-cos’ f3

4 cosec’  4cos’p
(cosec2 B —-cotg’ ,6)2 sen’ f§- cos”

4 cos’ B
sen* B

= 4 cosec’ -

:Al(r.:f)sec2 ﬁ—cotgzﬁ)
=4 = x'=4

-. el cateto pedido vale 2.

34. Si cotgdf m%, (46)e l/1.C., determinar el valor de sen28 y cos83.

Solucidn: Graficamente tenemos:

12

Como {46)e II.C.=> 7 < 49<%:>%<23<3§:>(29)mm



35.

36,

53

E—“{--—;E}

i—cos4 & i3 25 5
Luego 28 = : = = e e
9O SemiE{T 2 V26 /26

12Y EMST 144-25 119

13) 13 169 169

0588 = cos® 4 8 - sen’ 46 = (m

St osenf es la media geométrica entre sena v cose, demostrar que
"

cos2f = 2(:052(%+a),
4

Demostracion: Que ses g sea la media geométrica entre sena ¥y cosa

significa que se cumple: senf = ./ sena - cose  que es nuestra hipdtesis a

considerar. Elevandola al cuadrado, obtenemos:
sen’ f =sena - cosq {1}

Por ofro lado:

- 2
2cos? (% o+ a:j =7 [ c@s% . COSE — se?.z—i-z— : 53@@1

JE
= 2
2 J ! COS | Sersa}
4 ”““F““-“—* o ———
L2 J2 o

2 % {(cosa - sena)

i

il

cost @ —2C08q - seRO +sent &

il

-2 cosa sena reemplazando (1), tenemos:

12 sen® f = cos2 3

i

Lcos2f = Zgaszgfﬁwa:),
L4

A

an 1445

Shog —g = cosecd - send , demostrar que  cos P

Demostracion: Considerando la hipdtesis tenemos:
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&
T
1
— senfl = Z . - 2sen§c03£::>
cos—  28er-— 2 2
2 2

z’gg- = cosecH —senf =
2 sen@

&G 8 .8
sen— 1—4sen” — cos® — P P 0 P o

é = 7 2= 5o’ =1 - dsen® — cos’ —, sen—= 0,008~ % 0
CO8— 2sen— - COS— 2 2 2 2 2

Z 2 2

- a & 8
expresando esta igualdad en funcion de coszfz—, obtenemos:

g
2 1—@0522 =14 imcosfg ceszﬁ y ordenando ticos“ﬁmz'soszw—«"izé}
2 p 2 2 2

8 2%J4+16 1245

LCO8T = =
2 8 4

1-4/5
4

(EENE
4

Como

<0y 9052§> 0, tenemos coszg— =

37. Determinar el valor de sem4x, sabiendo que gx = 2.
Solucién:

Como fgx=2= 5 2 xel( & TLC.

A .
1

s Sendx =72 senlx cos 2x

= 4 senx - cOSX (Zeeszxmi)

Si xelC 6 IILC., senx- cosx >0,

e

5 amos Ic 4x =4 . 2(“2 ] 8( 3)« 24
Hoon xel{ sendx =4 o R I B el
pong V5| W5 505 28

b



38.

39,

. 4 . SEF & — S&F
S a+f= 1;;, determinar el valor de mmm_,_{%

cogff —cose '

Solucion:

7
seno - senfl senggwﬁ} senf
cos —cosax - (7

cosf2 —easkgw Jii

Como a+ﬁ=%:}a=§~-ﬁ,iuegﬁ

. 1
S€?2—§° cosfi —senfF - c@s%~seﬁﬁ g? cosfi—senfi- Ewsezzﬁ

cos fF ~ cos% - cos [~ sen % senfl o cosf - 1 cos f — ;’1@ sen f3

I' -
E(ﬁcosﬁwis@nﬁ} Cﬂsﬁﬂ-\/gsenﬁ
{GOS,@ ~3 ,s‘gn‘ﬁ) cosff + NE) sen i

1

2

ﬁa@sﬁ 7 +3sen Boos B - 3sen foos f§ - 33 sen’ §
cos” f ~3sen’

J3 (msz A —3sen’ ﬂ) N

cos? f-3sen’f

- /3.

senc —sen 3

" cosf —cosa
senic g
Expresar - en funcion de cosa .
Senla — Seng
Solucion:
senda sen{2a+a)  senla- cosa -+ sena- cosle
senla —sena  senlo —sena senda — sena

2 senc cos* @ +senarl 2008 a - Lﬁ}
2 sena - CORQ — SenC

sena(2cosa+ 2 cos’a~1}) 4costa—1  (2eosa—1)(2cosa +1)
senc {2cosa -1 Zecosa -1 Zeosa 1

=7 oasoy -+ 1



40.

41.

senlda
o e = 2 s+ 1
Sen2o - sene

St A+B+C =0, comprobar que:
{+2senBsen Ccos A+cos’ A=cos’ B+ens’
Solucidn: ComoA+B+C=0 entonces A=-B-(C

luego, 1+2senB sen( cosA+cos’ 4 =

1+2senB senCcos(~B~C)+cos’ (- B~ ()=

1+2sen B senC cos{B+C)+cos?(B+C)=

1+25en B senC{cosB cosC — sen B senC)+ cos’{ B+ () =

1+2sen B senCcosB cosC ~2sen’ Bsen* C+cos’ (B+C) =

1+25en B sen(C cosB cosC —2sen” B sen” C+{ cos B cosC — sen B senC’y =
1+2senBsenC. cosB-cosC —2sen’ B sen” C + cos” Beos*  ~2cosBeosC
senB senC + sen® B sen® C =1- sen*B sen’C + cos’ B+cos’ C
1-{1-cos” B} {1 - cos® C)+ cos? B cos® C =

1—1+cos’ C +ros” B—cos’ Beos” C +cos’ B cos” C = cos® C + cos® B

D1+ 2 8enR senC cosd+008” 4 = cos’ B+cos (.
. x .
Determinar los valores de zggf sabiendo que

cosx—senc - cotg ff-senx =cosq con o, Bell..

Solucién: La hipdtesis dada, que estd en funcién de cosx v senx, la

.z X
expresaremos en funcion de fga ' cosx — Senq- cotg f senx = cosa =
2 ¥ R (. X X
CO8" — — Fep — | — Sena - coi:gﬁ L SER— - LOS— | = 0084
2 2 ( 2 2
Dividiendo todo por sosz-g,, obtenemos:

L4 x x
l—Ig;’% - 2sene - cotg - ig; = gggzg.ms&

thet

56



i—tgzg ~ 2sene - cotg B ig% = [i +igt %} cosa , ordenandola

(1+cosa) z‘gz—;- + 2sena - cotg - Ig-g +eosa—1=0

Luego:

~2sena- cotg f £ 4sera - cotg? B — 41 + cosar){cosa —1)

x
-
£ 2 {1+cosa)

_ ~senq-cotg B i\/ ser’a - cotg’ B —cos’ a +1

P+coso

_ —senq-cotg S J sen‘a{cotg’ B +1)
I+ cose

_ -sena cctg,ﬁ?i-‘f sen*q - cosec’ i

1+ cosa

—senc- cotg ff + senq - cosec f3

I+cosa

Deducimos gue:

¥ —senc-cotg ftsena - cosecf

ajy fg—=
‘5’2 I+cosa
—- Sene cosp !
3 senfi  senfi )
1+ cosa
- sen 3
L4 cosa
_ sena  l-cosf
I +cose sen
a

2 2



5%

x ~sene-cotg f-sena - cosecfF
2 I+cosa

b}

_ —sena {cotgﬁ + cosec,@}
I+cosa

cosf 1
- SEN +
senfi  senf

T+ cosa

sena 1+cosf

1+cose sen f

8

= mfg-{—x««cotfw
2 éE

47.  Demostrar que: Thsend e ﬁ}
1 send

Demostracidn:  Sabemos que para demostrar una igualdad podemos
iniciarla partiendo de cuslquiera de los dos miembros. En este caso nos

conviene partir del lado derecho. Luego:

z(ﬁ 9} ( pia & é JZT
sen®i — 4+ — SE1 - - COR— -+ SEH—- - CO8 —
{?r 91_ 4 2) 4 7 24

gl —+— | = = .
4 2 cng[£+§] % 8 P a7

& CO8— - COS— ~ SeH— -+ SER— |

4 2 4 2 4 7 2)

/
s

( 1 g 1Y 1 @ oY
— + Sep - - CO8— + §en -
BT ) 2T

"—}*COSQ - —z'- ?EI’??; ? E {COSQ - s’en-?—)z
N N ] 2 2 2

28 2 9 §+sen2§ 1+2 gtc .
_ o5 —2f + COSE Seﬁz 5 5@}25 08 5 'i—{-«ggﬁ@
cost? 20050 sen? 4 sent? 1-25en . cosd 17 sent

2 2 2 2 Z

et 6? _ Ysend
&4 4 ?) 1—senf



43.

44.

Demostrar que: 1-4sen*a —2sen’a - cos2a = cosla

Demostracion: partiremos del lado izquierdo. Luego:

4
- I-cos2
1-4{sen’ af ~ 2 sen’a - cos2a= %4(3—5?—&} -—2[«“-—9%%}-0032&

1—-Zcos2a +cos’ 2o
N )
4

=1-

- (E MQGSZQ} cos 2

= 1-14+2cos2a —cos’ 20 —cos2a + o8’ 2o

= 00820

-4 senta-2senta - cos 2 ¢ =cosla.

2
Demostrar que senda :4 tgaj(i g (2‘:}&

( 1+igt a}z

Demastracion:

4Eg&(1—tg2 ) 41@{&{ —fgza)

{(1+8%a) (sec’af

=4 FERLY ( SEF’E {x

! cost o
cosa | costa)
2 7
Ser ey COS O — 3@ & 4
= 4 - . 5 - 008
cosa cos’a

= 4 Seng- COSQ { cos® o sgnzaf}
= Zaend o - coslea

= sende

ﬁifg‘&f{ ~1g" o }

Lo sendo = (Hz‘g*a)

59
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46.

60

Demastrar que : ig[g + %} =secH +1g 8,

Demostracion:

&

S@?’E—zf

14—z
T é & G g & &
P g — +ig— COS— COS— b §eM— COS-—-+ §ER—
g ﬁ-{"w = 4 2_ - 2 - 2 2 2 2
4 2 T g & & & &
I-tg—-ig— Sen — COS— ~ $E7F—  COB— + 5e5—
4 Z 1 2 2 2 2 2

g

£O8—

2

cos” €+ Zcosg- serzg +35n2§ 1+2 sgng : ms?
2 2 2 2 2

cos” g _ sen’ =~ ceszﬁ — san’ 0
Z 2 2 2

14 senf 1 sené
= = + = secd +1gd
cosé cosf cosf

T &
gl — 4+ — | =sech + gl
5{4 2] 4

cotga ~1 _1-senla

Demaostrar gue: =
cotga -+l COSZ &

Demostracion;

1-sen2a  1-2senc - cosa _ (i5'3n2a+ccsz &)—25@}205»(:05&6

cos? cos? o~ sen’a cos’ o — ser’ o
2 2 ) ¥
CoS" @ — LSENCOSQ + Sen o COSQ — Senc)
cos? o - sen’a (cosa - sena)(cosa + senc)

_ COSO —Sena
cosQ + Sena

Dividamos numerador y denominador por sena .

COSC SERC

sener  sena _ cotga—l
cosa sena  ootgo+l

Send SR




cotga—1  l-senla

"cotga+l  cosla

d . o o sei’a
—ig—secq—ig— -

47.  Demostrar gue

I-cos’ e 1+ cosa

Demostracion:
L. sen'er . ( L oon sen'a
— — o — e e | 0T P A
283 57 eosa _ 22 cosa

1—cosl e l-costa

z‘ga 1 sen’a )
23 Z2cosa cosa J
l1-cos’a

b4 (1 ~ Dsen’ a} 1

= Ig‘%
2 2cosa l-costa
o
SEF -
_ ) CosZ o
& sc - sen’
cos 2 leosa - sen’a
2
«
sern—
_ 5 CosZ o
i e
cos® (2 sena cosa)sena
2
sen™
B 5 cosla I
o 9 Y
- senla  sena
2
a
sen— 1 cotgla
= a cotg2a - =
o @ a4 2 X
CO8 Zsen— - cos—  2Zoost =
2 2 pA A
_cotglo

1+ cosa

cosa _cotgla

61
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49,

62

3 3
cos’ @ —~ COS3a  semte
Demostrar gue: 3@ sema+ sen 3a

s un valor constante,
COsSY Sena

independiente de «.
Demostracion:

cos’ @ — cos3a . sen’c +sen 3o _ cos’ o ~cos(a +2a) . sew'q + sen(a + 2a)
cosa seng CoSa sena

_ o8’ @ —cosa- cosla +sena - senlo N ser’a + sen cos 2o + sen2.a cos e

E COsO SR

_cos’ @ - cosalcos? a — sen'a )+ 2sen’a - cosa .

COsX

seme + sena(cesz o — Sen2&)+239na: ceos’ o

Feno

_cos’ @ —cos’ o+ cosar - sen’m + 2sen’ o - cosa )
cosar

2
Sene + senacost o — sen'q + sena - ¢os

Senda

_ 3sen’a-cosa . 3sena - cos o
COsSex SERC

=3sen’a+3cos’ o =3

3 3
COs ¢ —cos3a  senma -+ senlda . .
+ es independiente de «.

COBY Sena

2 a
senio 2 sen o
Demostrar que: = secq — 1.
1+cos2a seno
Demostracion:
o of 1z cosa )
sen2a TS 2sena-cosa v .

l1+cos2a  senc 1+2cos’ -1 sencr



sene l1—cosa 1 cosa
= - = - = seco —1
cosg  Sena cOS¢r  COSO

o

2 sern’ —

- ‘ 2 -seca—1.
l+cos2e sern o

sen 2o

50. Demostrar que: cosec2a+cotgda +cosecda =cotga.

Demostracion:

1 cosda 1
| +

cosec2a +cotgéda +cosecda = .
senZa senda sendao

1 +200522a-1+1
sen2ea  2sen2a- cOsS2Za

1 cos2a 1+2cos’a@—1 cosa
+ = = =cotga

senla  senla 2seno -coSe Senc

cosec2 a + cotgda +ceosecda=cotga.

(i+iga) -218’a
1+t

51.  Demostrar que: senZa+cos2a =

Demostracion:

(1+iga) -21g%a 1+2iga+igia-2ig'a
1+ig'a 1+ig’a

T+ 20 a—tgta cosa  cos’ o
- & - £ = cosiar + 2sena-cosa — sen’a
sec’ & 1
cos’ &

=(2 sena - cosa )+ (0052 a - sen’ a)

= sen2a +Cos2a

(1+ga) ~2ig’a
1+1g%a

cosen2a+coslo =

L]
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53.

64

Demostrar  que:  cotgla+a)-ig{a+a)=2cotg(2a+a—p),  siendo

aelR, a+f=n.

Demostracion:

Si a+f=r=> a=z-F (1)

cotg(a+a)—tg(a+cz)= —!g(cz+a)

rg(a+a)
_ I—1g Z(cz —ra)
gla+ea)

2(1-1g(a+a)) 2 2
T ug(a+ra)  2lata)  g2(a+a)

1-1g*(a+a)

amplificamos por 2, obteniendo :

= 200tg2(a+0:) =2 cotg(2a+2a)

=2cotg( 2a+ a +a), reemplazando (1), obtenemos:
=2cotg(2a+a+x-f)

= Zcotg(x+(2a+awﬁ) ]

=2cotg( 2a+a - B)
ccotgla+a)-tg(ara)=2cotg(2a+a-p).

2

Demostrar que : secf = . Sl (46?) es un angulo agudo.
\/2+,J 2+2cos48
Demostracion: Considerande la igualdad a demostrar, vemos ia
- - . - - . - F . 2 -
conveniencia de iniciarla a partir del terming ~————= -, €5 decin
\/ 2+ 2+ Zcos4d
2 2 B 2

\/2+\[2+200548 ) \/2+\[2 (1+ cos48) \;/2%\;'{2(14-200522@*1)

2

= . pero 0<49<£:>0<29<E,Eueg0:
J2+2~Jc05228 2 4
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55.

65

2 2 “ 2
W 2+200s26 2 (1700528) 2 (17200801

2

B 2. cost@  cosé

=sect, vaque 0 < @ < %

2
J 2+ 2+ 2 cosdd

Losec d =

Demostrar que: cos(30°+a}- cos(30°~a )~ sen (30°+a) - sen(30°-a) = % .

Demostracidn: Si observamos el lado izquierdo de la igualdad, notamos que
los términos de fa resta son producto de cosenos y producto de senos que
podemos transformar a suma de razones trigonometricas.
También podemos desarrollar estos términos aplicande las férmulas
correspondientes a razones trigonométricas de (a+p). Sin embargo
trabajaremos mas réapido si aplicamos lo anterior, es decir:

cos (39"—{-@} : ms( 30°—q)— sen (3(}‘;+a} - sen( 3{}"%0:} =

'ww‘

[ cos[ (30°+a) + (30°-2)] + cosf(30°+a}- (30°-a)] I~

,«

IS RN

- E cos| (30°+fz} e (3@%&};5 - cosi{i%@%a} + (38"«@)} }m

]

2Zeos6l? 1
[ ¢0s60°+cos2a ~ cos2a +cos60° = wv—ci;mw :casée"wg

B |

- cos(3 0°+a)- cos {3{}9*-{{}”3@?(30‘3*{*@}* 35}2(3(}%&'} = «%

Demostrar que: . L v J2 =0,
. (2w w (2m ¥
Serf{ — | sep] Sl
|3 J L 3 )

f . . Y
COs) i-@ - cos(ﬁ o+ g ]
4 4

Lemostracion: Considerando Ia explicacion dada en el ejercicio anterior,
vemos que en este caso nos conviene aplicar las férmulas Que transforman

sumas a producto, es decir:
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2.

)

sen| — + & |- sen
3 3
4

z
—25em L4

G-oH5)

2

- FER

&=

2 oos

\

3

2

-2 SZH% . Sef?(— 3}

2@03-2%{ - genl?

2
{
JEE,,@] (gﬁw}w‘%’f»&}
3 3
< FER
2

Vi

o 2
SeF— e
st g 2=l 2= 24220
2 I
cOs— -
3 2
cos[—%wéijcas(zwtﬁj
3 5 4 e + 2 =0,
sen[ﬁ+§)~5€m ﬁmé’}
3 L3
a B
BCOS— » COB—
- +
Demostrar que: Z =2 [cotgﬂ . S@CM-P cosec™ ﬂ\f
seng + sen i 2 2 J
Demaostracion:
3(;055’,55@055 8-i[cas(g+£)+ ces(—g—:mﬁﬂ
2 2 2 2 2 V2 2]
sena + sen 2-56;265“}_}5?‘ wsﬂf“f@
2 2
{ wsg“}"ﬁ mga"”_/ﬁ
- 2 b 7 —
sezzaﬁ:—g casg:ﬁ cos ZE S&?Igﬂifz |
2 2 J

+4/2

56



(v

:Z[ezotga;ﬁ ‘ sec@;ﬁ + COsec %é)

2 sas&‘ cos"g :

CE Y @ - €+

. 2 2 = 2( f:;gtga 8 . sec:-mné + cosecmﬁ;}
serg + sen fi k

57.  Sia+f =", determinar el vaior de seng —sen i,
3 cos ff - cosa

Solucidn: Fste ejercicio fue desarrollado en la pagina 55 En esta
oportunidad lo desarrollaremos utilizando las formulas gue transforman
sumas en producto, es decir:

o+ 7 o
senc ~senf 4008 - Sen
cos f—cosa w25en§$fx—w§@n§m$
2 2
.+. e
ms&ﬂﬁ»ser;a £ a+p e -
= zxjﬁ aiﬁ:cmg 5 :catg-g:«\/é,
sen S seft=—

ya que a+ﬁm-§;

Si comparamos ambos procedimientos, nos damos cuenta que el utliizado
2n este caso es mas corto que el anterior,

58, Sl a+ A+ =180°, demostrar que:

- eosa - c0s fF wsy:ég%-caig%u

I +coser +cos ff —cosy

Demostracion:  Considerando que el término derecho de la identidad a

demostrar no  depende de «, expresamos la  hipctesis como
a = 180°-{f + ¥}, luego:



1+cosa—cos f+cosy _ 1+cos {(180°~(B +y))~(cos # — cosy)
T+cosa+cosf—cosy 1+ 903(180°w(ﬁ +gf}}+(aosﬁ -g:e:>s;f)
_ 1-cos{B+y)~(cos B~ cosy)

1-cos{B +y)+{cos  ~ cosy)

1M1+2§e321§mﬂ-—(m25m’§+}/=sen'§my
2 2 7 )

1m1+2§en2£¥+(~23m‘3;/ .Seﬁﬁ_y]

-
i

o2 BV By B-v
2

W A

+ Sen

Il

SEFE

Senﬁ+}, [senﬁ+?/ + ‘5“},)
2 2 2 )

Sen '3 Ty 5en ﬂ e — §ER ﬁ:fm\
2 2 7

seszﬁ;/ +S£ﬁﬁj?’
sen pry msezfzﬁm’y
2
Bry  B-ry  Brr _B-r
2 senl 2 2 E 008 —2 2
)
B Bry B-r  Brr B-v
7 cos —2 Z sen —2 2
2 2
I y
senm -« cost
- 2 Z
cosgv sen’
2
4 ¥
=ig—-  cotg—
5 5 2
1+ cose —cos f +cosy _ z‘gﬁ ' ngzo
1+ cosa +cos ff —cosy 2

68



En un tridgngulo rectangulo los catetos son ;

(sez;é3 A —cos® A) (sen3 A+ cos® 4) cos(45°~2 A} cos(45°+2.4)
2 Y
2 sen® A -1 ‘ 2

Determinar el valor de la hipotenusa.

Solucidn: Sea x la hipotenusa, entonces de acuerdo al teorema de
Pitdgoras tenemos:

{ {SEHEA —cos’ A) (serf A+ cos’® A}‘lz %M‘VCGS {45°-2 A)— cos(45°42 A‘E}T
] 2 sen* A ~1 | 2

d L

2

. ; 4
_ {sens - cos &)(SenzA + send cos 4 +cos? 4 send + cos A){sen % 4 — sendeos A+ cos” fi} +
Lsen” 4 -1

o 204 6024)  (5-20)- (15020)
-2 sen ‘
2 2 ‘
2 |
L .
- (5’3’“" A-cos A) (1 + sen A cos A} (1 - sen 4 C’QSAH ~ sen45° - sen(~24)f
2sen’ A~1 J

. R 2 o T
) {2 Sgﬁflgm}}i};—-semé i:Os?-A} _i d}_g j{% 2 send cos A §

] Zsen’ 4 -1 i E 2 f

=1-2sen® A cos® A+sen* 4 - cos* A+ Jsen’4 cost A

=1+sen*d -cost 4

Luego el valor de la hipotenusa es x =/ 1+ sen® 4 - cos® 4.

Demostrar que:  senS54°—senl1 8= sen 3

Demostracion:

5en54°~5eni18%= 7 co

54"‘ +18° 54°-18°
© SER

=2 00836° - 5enl8%= 2 (12 sen® 18%) - sep 18°

=2 seni8—4 sen’ 18° (1)



61.

70

Para determinar el valor de ser12°, hagamos
o =18"= 50 =90°= 20 + 3a = 90° = 2 = 90°-3g =
sen2e = sen(90°- 3a) = sen2a = cosda = cos(o+ 2ar) =
2 senaq cosa = coSQ - COS2x — seng - senla =
2 sena cosq = cosar - cos2a — 2 sen’ o - cosg =

2 sena = cos2a ~ Lsen’ a =

2sena =1-2sen’ o~ Lsen’ o =

4 sep’cc + 7 seng ~1=0=>

~2:£.4+16  —2424/5 ~1%.5
SEeRZ = = =

g 8 4

51

Como, en nuestro ejercicio o = 18°= seng =

Luego, reemplazando este valor en (1), obtenemos:

I 3
- 51
senS54°—senl®= 2- ¥3 -l - é@(\[;” )
\

_5-1 (W3-
16

e
ra

s [E 1) s Br15-35 41

16

= -§- = }w = sen30°
16 2

C5en 54%—g5en1 8% = 5en 3008

Una escalera esta apovada sobre ia pared de una bodega formando un
angulo "o con el plano horizontal v llegando exactamente hasta la parte
supetior de dicho recinto, Si el pie de la escalera se aleja de a pared "p”
metros formando un dngulo " A" con el plano horizontal, v su ofro extremo

queda apovado en el marco superior de una ventana de la pared, demostrar



que la distancia entre la parte superior de la pared y el marco superior de la

ﬁ!i

ventana es iguala ™ p catg 5

Solucion:  Graficamente tenemos:

¥ ventana

oy

¥ pared

f““’j?
43{ / é =

Z

Sean : h = longitud escalera

¥ = distancia a demostrar

z = distancia entre la pared v el pie de la escalera
Del gréfico obtenemos:

lgea == jﬂgwp+ymzfg&mxwzfga vy (1)

gh=——=y=(p+)gs (2
gtz
Reemplazando (Z) en (1), tenemos:

x=ziga—{p+zjgh=zlga-1gp)~-pgh *

Por otro lado: cosa = - = b= — (3)
kb cos@
y cosf=E1% o p=fT2 (4
A cos f

Igualando (3) v (4), obtenemos:
£ _Frz

- = ZCOS 0 = P COSE + Z COSE TP I = me e
cose  cosfd cos f~cosa



Reemplazando este valor en (*):

peosa

=———(ga-igp)-pruh
cos ff —cosa

_ pcoosa (se;m B senﬁ)_ » sen {3

B cosff —cosex | cos cosf cosf?
_ pcoosa sena cos B — sen fcosa sen B
cos f— cose cosa - cos cos ff

_ plsenacosp—senfi-cosa)  psenp
cesﬂ(cosﬁmc@s&) cos fF

seng - cos ff— sen - cose — sen Feos B+ sen feosa

cos { cos B - cosex)

senq — sen I

e cos ff —cosa
Zgosa+ﬁ-,5£f?gH§
=p- Z 2
-Esenﬁiraosezzﬁma
2 2
+
cssa £ (
farerd U . —— .C(}tgﬂjﬁ
P a+ P £775
SEH e

]

la distancia &5 pcotg

o+ f3
Z

Tz



!a3

: 7 ,
1. Si coigAz-l-éE, AelliC., fg;?:éz,ﬁe%fﬁf.ﬁ determinar el valor de

cotg{ A B), sec{ 4+ B) Resp.: ﬁ;ﬂ
28 5
‘2;,; Determinar el valor de:
g G, N el . . o
cos” (90°+4) - sen(- A)- 1g{ 4 —180°) Resp.: A=1

- sen(360°+ A) - sen* { SO"—i—A)v ca’tg(/,{ ——90‘}}

é“sm 5 +rz¢}+c{}s( ﬁqfr{ fgL 5 +
2 cos(ng) cos(z + )

4, Determinar el valor de "x” en el siguiente tridngulo:

e i

‘«*"‘M”#M
e
PR

3. Simplificar: ,ne R Resp.: cosecg

. 1.
% | =
W,.J‘.M,wmm~wnrwm“wm
X
Resp.: x=64/35
5. Slcosd=-a, a>0, 4l determinar el valor de :
o _ o —
. 1g(90°+4) + sen(360°-4) Resp.: T =8 a+1

" cosec (180°+4)~ cotg (- 4) l+a



10.

11,

12.

13.

14,

15.

74

pocosf - q-senl

S coigf= {;, p >0, g <0, determinar el valor de :

pcost +gsent
p-q
Resp.: ~——
o +g
\ 4
Si seca*—-_:}?a@ff!.ﬁ v 1g2f :%, (28) e 1 C., calcular el valor de:
625,17 cos{ 2a+f)- Resp.: -837
. N 4
Si seng = 3 el (., senf = r Beil, demostrar que
79./2
en{45°4q + Al =220
sen{45°+a + f) = -

Demostrar que: cotgl5°+cotg 75%+cot g135°-cosec30°= 1

. . 1
Determinar el valor de sen2e, Sl sena —cose = T

24
Resp.. —
P 25
‘E & Ty, o #F
Si sen (2x—y}z§, cas(xw«y)zi;—, determinar el valor de ™" vy Y
. T T
sablendo que xe II.C., v el (. Resp.: x=— y:—é«

Si los catetos de  un tridngulo rectdngulo son cos 2a +cos2 8 +2cosla+ 8) ¥
sen2a +sen? 3 +2senfa + £), demostrar que la hipotenusa vale 4 cos’ ﬁéﬁn
Demostrar que: g 40°+cot g40°=25en10°

Demostrar que: cos® 36 + sen’ 18":% (Indicacion: considerar ejercicio N® 60).

Si sen{-x)=a, a>0, xe [IL.C., calcular el valor de:

( T \

sen| ——— — x|

Y = v 2 / Resp.: ¥ =-—
(3

4 Ig{6ﬁ+x}+ Bsesec’k-—é{ + x)




75

calcular el valor de

seng=p, a e JiC. vy ecosf=gq, feiVC,

16, &
cosec 3, senla + B, cos{ e~ ).
Resp.: %, NI ph =g+ pg,
—9q

»{q\f 1-p% + pyf wz)

@

3 5er 205%+ 008 295% = -2 008658
A ( x 0

17. Demostrar que:
s

Z 0 |=mcot

[ J 73 GO g\\,@

18, Si sen(6+a) 1
" cas(ﬁwa} I+m
=, demostrar que: cotg (o + 8) = S cotg a-

o+ 12

- J13
, demostrar que: g

19, §f — 14
sen{2a+ f) m
2t} Determinar el valor de © cos20°—sen10°—sen 50°,
Resp.:
21, Demostrar que: sen 7>’ senly’ N3
cos75%vcosls® 3
k sen’3 083 ' , .
22, Verificar que: oA 980 ee un valor constante, independiente de o
SR CO58
Resp.: 2
23. Analizaw 1a siguiente igualdad v determinar si es 0 no una identidad:
sec’ y ~1g7 y -
Trrl | e Ty e )
OS5 - G5 + SEM - SER
2 : 2 2
Resp.: es identidad

24, S cosé =cosa-cos f, demastrar que:

gg-§+@ ggﬁm& e
2 2 %2
25. Demostrar que:
2senq-cos &
- =1+ 00se

{E +eosla)- g 2



f,

g,
h.

[ £ N
. sen(f-+@) -cos{ 7 -8} Gﬂ‘ig[éﬁ%«ﬁ) = sen| & - @} sen| ﬁ—@)c@%g[z+§ |
2 2 2 ® 2

76

tgaﬂg(amngwg (&+~2§}:3 gl
% 2

sen? g+ sen” {120°+a )+ sen® (120°~a} = %

J

P T
cost| = — @ | = ser?l = | = sen2a
4 4

cc}s(l 5"-@!} - secl50—sen(l 50_65)- cosecl’®=4 senc

cotgfd—igf="2cotgll
lg@+2ig 26 +41g46 =cotgb -8 cotgBE

(Indicacién : aplicar g.)

#
1+ eosf + cos—

- g
=Cotg 5
sen &+ sen—

1
3 + 1 cos 2 +—cosdo = CO§ &
8 2 g

4 3

(g~ secar) ng% = (cot g + coseca) Eg[ 45%% |
\ y
o150+ (1500 B2
1—senla

/
pra NE
m. cos’ (m- + x} + SQ}E&VZ{_X\ =1-s5en2x

4
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CAPITULO IIX

Recordemos que las fundones trigonométricas inversas estan definidas como:

-4 e
&?’CSEF?E . Em}o{ 5

arceos: [ ~11]= [0, 2]

MR
arc1g: R a[«%.}f«é

7

arccosec: R —(~1,1)— ,L "%” G]E . { o gj

are sec: {~co, —1]U [1, f-ao)m-}[@ ._] [ ﬂ-}

arceotg: R (0, )

A continuacion enfrentaremos una serie de gjercicios, considerando los dominios y

L3

recorridos establecidos anteriormente,
1. Determinar el valor de:

i —+3
A=grcigl~3 are serz% o are cos —~—;§-

V2

solucién:  Debemos tener presente ague  arc gl arcsen—

are cos representan angulos, es decir, el resuitado gue

obtengamos debe ser un dngulo. Interpretando cada término de la
expresion dada, tenemos:

Sea o= arcfgi—:;zga»iw&hﬁ ya que &egmg 4?\



8

2 2 T T
= (P SEN — = S = = VA B
B=ar > sen > =8 4},}@{;&&&,@{{ 2,2}

—f3 -4/3 5
¥ = areeos ;/—:scosgf: ;[_::;s;fmf—fyaqua ye{OjfzI
A=F 3. E L m_-m

4 4 2 6 12

Determinar el valor de senf{arc sen p), pel-1,1]

Solucion: Como  arcsenp  representa  un Angulo, hagamos
a=aresenp — Sefe = p
si sustituimos en & expresion dada, obtenemos:
Sen (Q’F'C Sen p} =SenE = p
En general, esto sucede siempre para expresiones del tipo
08 (arc GOos g), iz (arcz‘g g}, eesgc( arccoses g}j 80 {m‘c 880 q} ¥ oot g(aﬁ: cot gg)g

estando g definido en el dominio qgue le corresponda.

1
Demostrar que arcoosecu= arcsen—, u e R — (- 11).
u

Demostracion:

Sea o = grccosecy (1) =coseca=u =

1 1 1 i
=— > SeRa = — > o = aresen— . {(2)
coseca U u #

i
De (1) v Q) 1 arccosecu= aresen—
u

En general esta igualdad es valida para aquellas de la forma:

¢ b
are Sen— = aFC COsec—
b a

a
are Cos- — = gre Sec—
b a

a b
are g — = arc cotg—
b o



4,

Determinar el valor de:

a. 1g{arc cosu)

Solucion: Sea @ = are cosy => oS o = 1 =

1w cdglare cosuj=tgor =

i
U

r

5

3
b, cos| arc sen™

5]

e 3 3
Solucion: Sea o= arc Seng = sena = : =

J/
b 3 LGOS arcsg,zg] COSx 4
3 . GOR| gFC SeR— | = = —
/ 5 5
~
/é} ~

4
( 2)
C. seni arc caswg J

\

‘e -2 2
Solucion: Sea o = am;os—? meosa=-—= aelll. Luego:
o

V5




( ~2] 5
SEHL arocos T T SERE = e

Vi
—T
d. arc Sen( senméw]

. P ( 7
Solucion;, arc 5@}?( Seft - —?;] = arc Seﬁk»— sexn E} =

arc sen

563 o = sen

o

Se‘ﬁa“mm:&fe —— 0 imas -
2 2 3

— T
OLFC Sgn | e ——— | e
3 3

S5m
8, greCeos L fgm-—m)

-5
Solucion:  are cos (

3 4
(g ——m | = CFC ca}st— ig
4 J

Sf) = arceos (-1}, Sea

Tr ]
a=arccosi-}=>cosa=-1=ae)
1
L.

{ ~ 57
Lare Osjig —— | = 4
4

f. cotg{arc cosec)

IS

Pia
Solucidn: Sea o =arccosec? — cosecq = 2:50:6:1 a, mJ

a =—
8

i ol
cotg{a}fccosec 2} =cotga = cotg— = +/3

Otra forma;

i T
cetg(arccosec 2} = cetg( a;*csengjz co‘;tgng = ﬁ

5. Determinar el valor de:

{ [ —W + 7 gre oot i 1
are sen| - o
g k 5 g I

A




Solucion:
Sea 7 ﬂwsemx b o8 ya que e e| —— G}
= QFC SEH| y ECRp e, —
@ = Qe ZJ 7 S , 2
w T {
) A I e Iy
g g( 6] 8% T (
E 31 N
g = anca}tg#@mi = arcfgj———ww#%ﬁ = \/f: : !
J3-1 J3+ J3+1

G-t 5o
o FaTet @

Luego tenemos:

ga+—=
te (o + 26)= fga+ig2f _ t~ig”
o ey l—tga-ig2f B g&'_“fz,fgﬁ

Sustituyendo (1) v {2}:

BRI

1 2-43
INEREY z( 3-243+24/3-3 g

h 243 -3 346423 8-4J3 =0

T
J3l3+243)
[ Fo 341
g aresen| — = |+ 2are @i}tg‘a/f; =0
E\ \ Zj %3 }:

6. Determinar & valor de:

|

s
-3 \
i arc sei—— - gre cog§— b
5 13

81



Solucion:

-1 .
Sea o =arc Se%z? = Senp = -5:§:> Qe {m Z \ G}m
Z .

-3
B / 3 pun 3 ¢ 9 bR
& 4
2 [
4
5 5 n |
Sea f=arccos—=cosf=—m fe| 0,=|=
13 13 7|
i3 9/ 12 ﬁ?a@—éz
/‘ TS T 5
A
5
31z
igo-igh 4 5 _-63 63

Luego: fg(a”ﬁ}: l+igaig B B

-3 5% 63
S Igl arcsen—— — Qreeos— = —
5 13) 16

w’ P

Determinar el valor de:

N,
3

10
+ are Cos——r L

y= Sé‘??( {FeC Sen

P+a’ T+a® )
Solucion:
T
Sea o = grosen = serg = ~=oe| 0, —
T+ a T+a 2

Lt

82



AN

T+ a:zz// AJ:(}T:;?“: = senff = el (1+a2>2 -

1+a*
o .

Luego tenemos:  y = sen {é: -+ ﬁ} = senq cos o+ sen 7 cosa

Sustituyendo los valores correspondientes, obtenemos:

_ 11 +}/(;+§2}2%;‘V{I(1%_.Q2)ﬁm1:

- 7
lT+a” 1+4° 1ot l+a




8.

Demostrar que:  a) sec’( arcig2) + cosec? (are cotg3)=15,

Demostracidn;

S€8 o =areigl= g =1l ace [0,%}:}

2 ::;seccx:a/g

g4

—
1
S5ea f=awccotgimcotgf=3 0 e( 0, %}:;»
L2
ff‘f‘
e
V1o i = cosec f =/ 10
2 =
i

. sec’ @ +cosec’ f = {ﬁ}z m%-{.\/i—()}; =15

3 } {1 "
b) arc sen| ~=— |+ arc cos| —— |+ arcig (~1) =
L2 oy P
Demostracion:
- a@ k! w

Sea o = aresen

s Z

b
T SeR QB e T (= ——, YA QUE @ & e, U
2 3 L2

- t



_ . 2 7
ﬁmarcccas—gﬂc{}s,@m—i:}ﬁ:mﬁgyaQue 56[-, !’f}
2 2 3 27"

= arczg(~- E}:}» gy=—-1=y= —Z{ yagque re {“%, 91

|

. oare Seﬂ{—« V3
2

+ are cc}s(w é\} +are ig (m i); Sl
J

A

4 e i
C)  arcig— -+ arccos—m = T ey
3 V5 2

Demostracion:

4 4
Sea o= amz‘g-g g = 3

i :
i &
-mae{é}g :

H

4 —
L are sgg- + arcaesfﬁ =g+ 3 {1

Para demostrar una igualdad de angulos desconocidos necesitamos
aplicarle, previamente, aiguna funcién trigonométrica. A pesar de poder
aplicar cualquiera de ellas, siempre habra una mas conveniente,

LA
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En este caso, el lado derecho de fa igualdad nos indica en {1) nos conviene aplicar
la funcién tangente, es decir:

4 5
Ig(arcfg—j- + are CGS%]:EE‘ (cghg}xéig;;‘ﬁjﬁ -

1 ( 1 q
= = = e f Grofor— | =§ -+ "~ —
.4‘[ NI 1) Ty

Soare z‘gi + OFC 008 —= = 7+ are Igi
3 o/ 5 2

2 2

b a
d) 2arcig—=arccos———, a,be R', a>5,
o a+

Demostracion: Otra forma de enfrentar estas demostraciones es Ia
siguiente:

b b 7
Sea g =arclg—=tga=—=ae| 0,— |
a o L2

/ SEH Q=
Ja? +}>2/ b = va +b
a
COSEY = s
/i\ r V' b’
a
Z 2 b i r
a ~b a —b R 4
B=arccos—— = cosff = e (1) = fe 0, — |
a +b a b 2
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ﬂz+b£ - \/(sz ~%-52>Z w(azmﬁzyr«»

JAgtht = 2 ab

ot — Bt

~ la iguatdad a demostrar es de la forma 20 = 8. Aplicandole alguna
funcion como coseno, obtenemos cos 2 @ = cos #

Luego: cosla =cos’a—sen’ o

;2
= zz +§; = cosf, de acuerdo a (1)

ot B

weos2a=cosf, dedonde 2 a;*cz‘g—- = are cos— 7
at -+

e} g {Z’Z arc ig x} =2 1g {g:fm g x +arctg xsi ¥ 20

Demostracion:

i

St

[
SeR g=arclgx D iga=x=ae € 0
L

M!i—?‘s

B=acigs’ =ig f=x" = fie] 0

1
[

b |

)
[
J




Partiendo del lado derecho de la igualdad, tenemos:

2ig (arc fgx—i—arc:gf): 2gla+B)=2 - igarigh

I-iga-igf
) x+x WZ(x—%xS}_ 2x(§+x2} _ 2Ax  liga
: l—x-%0  1-x* m{l—~x3‘)(1+x2}w1mx?‘ W]imggzgmggza

:z‘g(zgrcfgx}

s 21g (amz‘gx+ are z’gxs}: g (2 arcigx).

x4yt 2t w2z =1, 81 arc cosx + arc cosy -+ arc cosz = 7.

Demostracion:

Como arc cos x -+ arccosy +arccosz = =

GYC COSX = A~ @QrC COBV —~aFC Q082
Aplicando la funcién coseno obtenemos:
cﬂs(a?‘c {;osx) = 08 (fr - (m'c CO8Y + aFceosz 3} =

x = ~cos{arccosy + arccosz I

r‘fb).
~x = cos{arccosy + arccosz ) (1) yd

Sen o =arccosy meosa=y=aell = 1 1=y

0 I

Y

///

- . . -7
B=arccoszmoosfi=z> fell = 1 NR

bt

<. cos { are cosy +are cosz) = cos (@ + f) =

COSQ’COS}?"SQ??EX‘SQ??&“—”}/'Z*ﬁj TN B &

88



Reemplazando en {1}

—x=yaz—af 1y -JE—ZE =

\/imyz 5_\/}*22 =x+y oz

Elevamos al cuadrado, obteniendo:
{Emyz)(lwzz}: rlzyz+yis =
I-22 -y 4y P =4 lxyz+ 2 =

Wyt e 2xyz =1

Z

¥t 2x , x
g} sen'o =~ 25 coser +%—F Sl o= arc cos + arc cosser
e ab & a b
D racion;
x
Como a = arc cos—+are casz,
a b
x x PR
f=arceos—=cosfi=" fell = a a’-x
¢4 [44 S
4 -
X®
jj }} 3 2 2
Y =arccoss o eosy =y e I 0 = b B -y
b b
s n
y

o=y

Apiicamos fa funcidn seno v luego coseno:

sena = sen(f +y) = sen 3 - cosy +seny - cos 7
R J—
B .\/QZ - X'?' ¥ '\j zy . }"z ¥
a & b i

89
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(1

:y\/azmxz —}—x\/é’)2~
a-h

cose = c@sﬁ@ + ;f} = cosﬁ - COsy — sen fF-seny

b \/a—x 3/5?2 z
7 a

o fe

B Xj}“\/a’zmxi J&2~y2
- b

Elevando (1) al cuadrado, obtenemos:

(2)

2
sen’ o = y\/a - +xx/152 ’2\\! Jizqﬁz”'xz}‘*‘zx}’\/gzwxz ‘\/5‘2 -y +x2(bz“}’z}
a‘é ) a?g)ﬁ_
_yzaz—yle—%m;z«j 2% — \/Z)z—"yz +x2b2~x2y2
gzbz
hyz ¥? Zx};ng_’xz “\,/52 R
=t T 152
b @ ab
/
_y 7 L 2xy V& =5 B -y~ xy
Bt ab ab
Y
2 2 B P B I T
B AN
a b ab ab
\
X,Z yZ
I e B e fe BOS
a B a
2 2
2
sen o = 2o - 22X congr 4
a ab b
—
b N
h) arccos Mmzang \/ 4ol -zg—{
a+bcosx a-+h 2
Demostracion:
la—b X .
Sea o =2ac afg(. e fgmw 1y =
L a+b 2
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[ a-— 3?
mﬁczsf‘czg
L akéf

5
Va+ﬁ

- - I—-cos x
l-cose _ \j a7t J12098X  sevando al cuadrado =
1+ cosa a-+b L+cosx

5]. Aplicamos tangente —

L-cosa  a-acosxy—b+boosx

I+cosa a+acosx+b+boosy

d+acosx+86+bcosy —acosa —acosxcosa —beosa — boosa oy =

A aCOsSx —b 4+ 5C08K + GCOSE — dCOSX 008 — b eosa + hoosa cosx

Eliminando términos semejantes nos queda:

Zacosx— 2acosq ~2bhcosacosxy+2H =0 =

_Geosx+h

a+bcosy

(5} +as{>sx_} (2)

\ @ +bcosx )

&= GPeeas

De (1) v (2), obtenemos gue:

. ™
b+acosx ([a=b  x)
QP COF =2 arcig, |~ - ig— ;
a-+hbcosx Ué a+b 2 )

Xty

) arcigx+arclgy marc g —= | x, y 2 0
I—xy
Demostracion

Sea a=arcigx=>iga=x= aecll
- Bmarcigy=wgfh=y= gell
W Loarclgxvarcig y=a+

Aplicamos la funcidn tangente =

ig( arcigx +arcig y)=g{a+ )



_iga+igf
I-tga-1gf

_ r+y

Pexy

x~i—y
1-xy

Larcig x+arcigy=arclg

Como consecuencia de esta identidad también es valido gue:

x-
arelgx —arcigy = ar’cfg}
+

. \/5 Jo+1 =«
1) arc cos, |~ — arc cos = o
3 2 6

<
3}

Demostracion:

2 e -
Sea o= arc GQS:E e gom:ﬁma el C=

J@H

J6+1
= GPCC0S——— = 008 f e > B el =
p=ar 2403 A yNE) p

V2 641
Lueqo arccos—= — arc cos =g f
° i 25

Aplicamos la funcion coseno:

Z 5 +1
cos| arc $03£— ~ are @(}SLF«_ = cosfa— f3)
3 24/3

=cos 0 cosfF +senc - sen B

V2 B+l 1 5-246
BN I R N

92

NE) 1
o r
ND)
// —
J5-2/6




x@{éﬂ- )+= {’\f— @

6
ﬁzﬁa—«/ﬁﬂﬁwﬁ'whﬁ_ﬁmmg
- 6 6 2 &
tLare cosﬁ- ~ JFC C}DS@ = i
- V3 243 6

S u =arc cotg Jgas @ —arctg.fJeose ,a e 1.C., demostrar que

senu =g’ —

Demostracion:

Sea f=arcootgycosa = cotgf =

JEQ& ?-}/

S

pel0f]=

Y cosa =

sen fF =

A cosar +1
B +f COSG
- o coser +1

3 .
cos

‘“‘*s&’.

e

Sea y = arc fGQ‘/ CosSQ gy = \/ cose m,»;ci Oﬁ—iJ:}
L ,

1+cose Jcas&

cosenu = sen(f —v)=sen f cosy ~

o GOBE
SENY = i
< [1+cosex

R

o,

COSY = e

V“E«wﬁszx

seny cos
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Sustituyendo obtenemos:

R
1 1 o COS 4 COBQY I-cosq

B X/cesa-&—l .\/l—kmsa B x/b%cosaf .Ja@sgx+1 I+cosex

2
I—cose | \/E:E?ﬁﬁ} 2
k 3 58137
_ 2 » _ ez
" l+cosa 7 ey
( bweso:) cost — 2
2 4
Vo2
SN = fng}i
S 5

A continuacion resolveremos ecuaciones gue involucran funciones trigonométricas
inversas, lo que significa que deberemos encontrar el o los valores de la variable

que la satisfacen.

10. Resolver:

"
a) arcsenx = =

. . 7 Fia 1
Solucion: St aresenx=—Dsen —=x=>x=—
& 8 Y
. . (1)
Luego el conjunto solucién es: S = {E L.
1
P
b)Y arc senx = arc cosx
Solucion; Sioen  arcsemx=arccosx, aplicamos la funcidn seno,
obtenemos:
sen{ arc senx}= sen{arc cosxj=
x = senlarc cos x) S
7
& [
s f 2
Sea o = arecosx ™ COSQ = X D / v1-Xx
4
fﬁ’ffflf § f“"




~x=sen{arc cosx)=sena = 1-x° =

x =+ I—-x", elevamos al cuadrado

"t
il
P
1
¥
kg
*
il

i
B R
J2
Comprobacion:

. . 1 i T
) Shox= NCE arc .f;erz:E = QFC CO8 e =2 iy verdadero,

D
y . I 1) ! w3z
i) Sl x= - —=, are sen | ~—= | = arc cas( e | e = 2 FRISO,
2 V2 L2 4 4
0
S:{mag
L2 ]
2 ) 1
are s@s{Zx ~1j=2 arc casg
L. - I
Solucion: Como  arc ms-g e
2 T 2 2
QF‘{ZQQS{ZA’? ——E):Z-?wcasmngzx’“ -t
(P 1
el -l - et —
2 4

Comprobacion:
) i F1Y 2w 2m 2
i) Si x:mmﬁfgcaslm—j:wim—ﬁzig verdadero.

2 L2 3 3 3

. h 1 1Y 2 2m 2
i) Siox= T = are ces(w —l= LN ,Ei = m_,é"i_‘ verdadero,

935
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] 3 1
d) 2arcig— + arc cos— = arc sen—
2 5 x

Solucion:
i
Sea o= arcfg;:b’ fga = —;— »acll= 1
3 3 .
/5ma?coesg:>cesﬂ§zg:f;ﬁe£.iu ) 4
A u

Lad

1
S Ze+ = are sen—
X
Aplicamos Ia funcidn seno, es decir:

i
< = 5@;@{2& + ,{5’) = sen 2 - cos B+ sen B coslo

=2 serrx - cose - cos 3+ sen {{:052 o - sen’ a;}

Lo 2 44 1)
S5 5 508 5J
2oz a4
25 95 25
25
X =—
24

Como estos valores no invelucran angulos conocidos deberemos hacer

ia comprobacién mediante la calculadora.

S5 !’Eé}.

24



) arcsenx+ arcsen(l~x)= arc cosx
Solucion:  Nos conviene expresar la ecuacion como:

FEC S@H(}'X}T»&P‘CGGSE —{FCSERX

508 ag=arccosy D cosa=xrmaell =

~oare sen{1-x)=a - f. Aplicamos la funcidn seno:

1—x = semle — #) = sencr - cos f - sen B -cosq

'E,-—,z':xf}wxz w\/i#rz —x-x
l~x=1-x" -’

Ixtmx =0 = x{Z:ﬁ—E):Q =

(NI

x=0, x=

Comprobacion:

N s
) St x=0= arc sen0+arcsenl = arcoos0=> 0 +~§ = ég verdadero.

g 1 [ H i T r %
i) Sl x == gresen— +arcsen— = are cos— =» — +— = — , verdadero,
2 2 2 & 6 3

97
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f) arctg_i+arcfgx o
x—-2

¥+2 4

Solucion: Utilizando la identidad 8. 1) anterior, obtenemos:

¥x—1 x+1
+

arcig X;Z_i x;fl
1— -

x—2 x+2

T
=i =
4

ax-2+xt—-x-2

arclg (x 2}(1:-!.?} =Z -
x' -4 - x4 4
(x 2}{x+2}
2xt -4 s 1
mfg—=lmdx == ~3 > x=d—
3 T T = 2

Comprobacion: Mediante calculadora.

J i

2 JQ}

q) arct xﬁ—%m‘cf Zxﬁi—a”c{a%i
e TR T “ 36

Solucidn: Utilizando 1a identidad 8. 1) anterior, obtenemos:

-1 2x—1

x+1 2yl
1 v}. Z2x—1
x+i Zx--1

23
are g = grc ig—

Aplicando la funcidn tangente, obtenemos:

Ixt x4 25 F =1

{x+1)(2x+1) AN
2% 43y 4125 +3x -1 36
{x+1}(2x+fi}
=2 23

- =il e 72xP 60y -36 =0
bx 356

24y ~23x-12=0 =Brx+3}(3x-4)=0=



W

3 4
¥ = e X = e

% 3
Comprobacion:

, ) 3 e 23
| S x=-~~ arcig| —— +arcigl-Tj= arctg —, falso ya que
) ; g( 5 g(-T)=areig - yagq

1 s . . 23
arc ig (""757') y areig{~7) son angulos negativos vy are tg-ig es
anguio positivo.

. . 4
i} Sox= 7 empleando la calculadora es verdadero.

. %‘%}

L

W ey = (corga) T - (corga)™t
Solucidn;

{gga}“"" sems {Cﬁtg &,}"E + m‘csen-(nfz x

vt

3 i 3

) M {(ﬁga}“l Eé +are san{2 ¢)

(fg {f}ai’c sa8K _ {ig ﬂf}; ~—QFC SEH {Ji .t:}
Deducimos que:

P ¢ k!

7 - . = x
are senx = o are sen {«{2 x) O arcsen (x/ 2 x}: o marcseny (1)

-,

., = . Ir Efﬁ' 3
Aplicamos la funcion seno: V2 x = sen| o marcsenx i = cos{arcsen x)

kN Z

Sea f=arcsenxymsenf=x= fell = 1

i x=cosfoAlrsa1-8
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Elevamos al cuadrado, obteniendo:

Ixt=1l-xt =23x' =1 = x=

i
g
V3

Comprobacion: sustituyendo en (1)

; . 1 '
i} St x=-m=" arc senﬁ =Z_ a;"csenuim , verdadero
V3 N V3

. : i A
i Sl x=——=are Sen(mﬁ =2 e seﬁ(mjw}, falso
N W3 7
(1]
|
I arc sen + aret = grecos——, a, b e (0,]
) 1+a g -x 1+5 ( ’
Solucidn:  Aplicande la funcion coseno, obtenemos:
CO8{ are sen +arci al \E* 1o
it gz—-xz,:‘“ﬁzﬂ A
‘ 2a /
Sea o =arc sen = Sena = Ty = Hg/ 2a
T+a T+
AN
T— (,?2
2
B =arctg ey g g = 13;2 =

1-b* :
o= cos (oo + B) = cosex-cos B~ sen o~ sen f
+& )

-5 1-a 1-x'  Ja 2x
1407 1+ds 1+xF l4d” 14x
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1-5"  1-x'-d’+d'x* - 4ax
1+ 6% 1 x? a2 +a® 5

1+ xt+a’ +a’x” —p* =B x* —bra? —b'aPx? = 1~ x" ~@” +a’x’ —dax + b - b’
— B +a’hx” - dabix =
(2-20%7) x* + {4 ab® +4a) x + 207~ 207 = 0 =
(3«&"52) x* 42 (afb2 + a)x—HrZ -8 =0 =

Lo T2 (ab?‘ +cz)i\/ 4 (ab2 -%~a)2 —4(I~a2b2)(az ME)Z)
2 {1-5:2 bz)

~ ~(a'f>2 +a)iJ @B+ 20 v @t~ + B+ gy - atht
- 1—a'd’

- {abz + a} + \/ a'b? +2ah + B
1“ Z

- a’h?
_ (abz +a:)i hoa+2a+1 (abz +a)i b (az +}3?
B a’h? -1 ‘ B atst -1

_ (afﬁ + a}i b (az +})

ath* -1
e ab’ +a+ba’ +b _ (ah+1){(p+a) b+a
a*h* -1 (ab-1){ab+1) ab-1

abt va~-bat - b
@bt -1

X =

Como las soluciones estdn en funcidn de las constantes "a” y "b" , no

podemos comprobarlas.  Asigndndole a "a” y a “b” determinados valores

podriamos comprobarlas con la calculadora,

a+b ab’ +a+a"b~f3lﬂ
ab -1’ atht -1
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ERCICIOS PROPUESTOS

1.~ Determinar el valor de;

a) arcig % +arcig é—-ﬁ- arcig -i—1~g— Resp.: arc cotg3
4 12 16 i
b) arc sen — + arc cos ==+ arc sen — Resp.: —
5 i3 65 2

1 47

¢) Jarcig — Resp.. arcig—

) 2 p g,

d)

1
+ grc sen — Resp.: —

3 11
arc sep == + are ¢os
A 73 A 146 2 12

Demostrar que:

a)

b}

C)

d)

g)

h)

s

)

arc ig 120 —are lg — =z
119 239 4

sen | arcsen 1 + are cos 1 =1
4 4

3 i2 56
arc sem — -+ are Cos —- = arc Sen—
13 65

arcég3+czrcfgi~ir—
3 2

arcfg} ’Zarca‘g}
- o - =
7 3

4 I =
arc sen §+2arclg~3f«xw

2
sen ( 2 arcsen a)=2a 4/ 1-d°

at 1
14 2%

aresend — arc ¢os b = are cos (bﬁ I-a +a\j1mbz)

@
cosec u = cotg’ ~¢2f~, St u=arccotg.jeosa —~arcig ./ cosa

COs ( arec ig {S@E’?(CZFC 1ga})) =



sen’d \

KY sena= (—Im——-—é?« , SI o =arccotg.cosd —arcig.| cosé
+ GOS8

3.~ Determinar el valor de “a ", siendo (3a}eIC. .y

4 2+42 :37[

3o —arc sen —
2 ]

(Indicacion : despejar 3a)

4.- Resolver:
a) arccos x = arc cos J3x+aresen x
—afZ ( X }

by arc cos x+ arc sen = aresen| — ==

2 V2
C) arcig x = arc cotgx

1—x 1
D wctg——=—arctgx, 1+x#0
1+x 2
e) arcigx +arctg (x—1)=arc g (-3)
- 2 K
are cos — (FC COS — =2 @e ig X
" 1+a° 1+ 5 d
7
g) arccosx+tarcigx= 0
Y arccos2x—arcsenx =0
. g
) arc ig (x+1}+af'c g (x~1)=arc zggz
) are sem X —are coSx = are sem (3x7' - 2}
7

k) arcsenx= —2f+ 2 arc cos x

Resp.: =2
p.. « 7
Resp.: O !
2 a 29
Resp.:. 1
Resp.: 1, -1
Resp.: L
. \E
i
Resp,: ~—
P 3
a- b
Regn.,: —
P 1+ ab
Resp.: O
1
Resp.: —=
)
1
Resp.: —
P 4
Resp.: 1
Resp.: 1

103
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CAPITULO IV

EJERCICIOS DE ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Resolveremos ecuaciones trigonomeétricas, expresando su solucidn general, para
luego particularizarla en el intervalo indicado en ellas.

Todas aquellas soluciones gue no satisfagan la ecuacidén original deben ser

eliminadas del conjunto solucién.

1. Resolver vxe[0, 27)

d. sen x=sen 2x

Solucidn:

sen X = sen 2x => sen x = 2 Senxcos ¥ =
senx —2 sen x cosx = 0, factorizando sen x { 12 cos x)=0
Luego: i) senx=0= x=04+2knm=2kr = x=0 E[O,ER‘)

x=n+2knr => x=m E{O,ZFZ)

i) 1-2cosx=0=>cosx=— =

NG

W

x:%{ﬁ«z}c:’r:ﬁx:—z— el0,27)

5 .
x:?ﬁ«%ﬂ».’z{cfz :;x:—séz ef@,Z?{)

S—%’@ﬂ'ﬁ %}

303
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Observacion:

En el ejercicio resuelto obtuvimos 4 soluciones generales expresadas en funcion de
ke Z. En cada una de ella & tomé valores enteros mavyores o iguales que 0, es
decir, k=012, ... , de tal manera que las soluciones sean angulos positivos

pertenecientes al intervalo establecido en el enunciado del ejercicio.

b, secx +igx=0

Solucion:
1 sen x
secx+igx =0 => + =0=
COsX COSX
1+ sem x T
e = 0 7 1+ semx =10, cosx¢03x¢{1+2k}m,f(e2
cOs ¥ 2
3 3w
Lsenx=-lm x= —E%MEE«:?Z = x = 2y EEQ,Z?’?}
, s im
Pero este angulo no es solucion ya que:  cos— =0
Luego: S=¢
. 2semx—cosecx =1
Solucion:
2 sen’ x — senx -1
2 sen x — ~l=0 = =0 =
SernX Senx

2sen’x—senx—1=0, senx=0= x=kn keZ

{2 Sen X +1}(senxA1): 0=
) 2senx+1=0 = senx= ——]i =

7 7:
X$~§+2k,?’£‘ = x:méz elo2x)
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xr“{-&ﬂwz ﬂxz% @[G,Z:r)

iy senx—1=0 = senx=1=

x3£+2kﬂ:>x:£€[0,27f}
2 2
§-[7z 1z =]
6 65 2

d. 4dsenxcosx—72sen x+2cosx—1=0,.

Solucion: Observando la ecuacién vemos que es posible factorizarla, es
decir:

2senx(2(:osx—1)+ (2 cosx—l): 0=
(2005x-1)(25mx+1)x():>
i) 2cosx—1=0= cosx:%:;

Xxmz;atﬂwr ::\)x:—gr—e[o, 2;"{)

7

H

Xﬁ(z,ﬁmfij-%;?;k!fi}xxmﬁﬁ6[022?2')
3 3

. 1

iy 2Zsenx+1=0 :;>sefzx:m—25::>

\
x:[:r%«ﬁHZZkfr:}x:zj—r—a[O,br)
6) 6
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e, 2cos’x+ /3 senx = 1.
Soludion:
20052x+«/§,9enx+}xG:}Z(}_useﬁzx)Jr 3>Se}’3if-§"1$0‘—”i>

2 sen’x—J3 senx—3=0->

s = B2AT B

) senx=.3>1= no hay solucién
. 3
i) senx=-—-— = x=

7)) 4o 4
(ff*i"-Jﬂf—foﬁm—mj +2 &7 = x =
2 3 3 3

a0 S 5w
x::( 275«——«J+2&£3_—~‘+25€ﬂ"mx=~“m
3 3 3

. [4n 5
: :5:13’5, _;5}

SZRY
— = 2-cotgx
l+eoosx
Solucion: -
Sen% cosX

0= sen’x +cosx {1+ cegx)m 2 senx (1 +c08x) _
SeRY {lwé& Qesx)

I+cosxy  senx

=> sen’x +c0sx +c0os’ X — 2senx - 2senxcosx = 0, senx # 0=
xtkr keZ o0 cosx # —l= x=n+2in ke Z
I+cosx—2senx— 2senx cosxy =0 =

(1+cosx)— 2 senx (1 +cosx)=0=

{i +cosx) {1 -—‘25@5%}5} =0

Perg lI+cosxy#0=

i~Zsenx =02 senx=
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xz(ﬂw£]+2kﬂmx:§§m
6 6

]
"6

o | 8

5]

0. senx — 3 cosx =1
Solucién:

senx =~J/3 cosx+1 = +./1—cos’x = /3 cosx +1
elevando al cuadrado, obtenemos:

l1-cos’x =3 coszx%-zﬁ cosx +1

dcostx+ 243 cosx=0 wﬁcasx{;?,cosx—a— x@%@:}

K

) (Feosx=0=> xﬂg(zkﬁ—l),keg’jﬂx:_ =7

i) 2 cosx+43 =0=> cosx =

5
xziJerzzf,;xwﬁﬁ
6 6

x:2£+23552$x:?£
& 6

Observaciones:

(&) (*) es eguivalente a:

7T
cosx=0—= x:»;ﬂ-Z!m

3‘;{ (1)
¥ = 2k
vya que s en {*} hacemos E=012...... obtenemos que
X = %3 %, %«, ...... , soluciones equivalentes a las obtenidas en (1},

(b) Las cuatro solucionas obtenidas, a pesar de pertenecer a EO; 27}, deben ser

comprobadas, va que se obtuvieron después de haber elevado al cuadrado la
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ecuacion original, operacion gue puede arrojar las llamadas “soluciones

extrafas”, que no satisfacen la ecuacidn original. Fstas soluciones deben ser
eliminadas del conjunto solucidn.

Comprobacion:

1} Si xa%rsengm%@ms%zimﬁzi, :pxz;i , €s solucidn,

. 3 : Y
2y S x&ﬁzsem}ﬁmﬁ- cgsﬁx~§—92m1¢h ,:xmgﬁ, no  es
2 2 2 2
solucion.
” ) s o
. 5 5 —f
3) S w= 2 gent 3 cﬁs-iﬁ{-méwwf §m~§1m2;&1, xméf, o es
6 6 2 T 2] 6
solucion.
k 7 e =7 i =3
4y S x:ﬁzseﬁm—x/i% cog-- —»i-w@m}/jﬁ:i, .‘bxwiﬁf es
6 6 2 U2 )
solucion,

. Jﬂ" ?f‘”g\
f

f. g’x-3secx+3=0.

Solucion;:

ig'x -3 secx+3 =0 =

cos’ x CO8X

sen’x— 3cosx +3cos’x
SRES

cos’ x
(E - 08t xf) —3cosx+3cos’ x =0, cosy 0 =
x 7%*Q*~%@£

Zeos' x - 3cosx+1=0
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(Zcosxw—l)( cosx~1)=0=

: 1
) Zcosxwlxﬂw9633m5$x=£+ 2wy =

x:ijz-+2;%fz::>x:§£
3 3

i) cosx—1=0=cosx=1x=04+2kr=>x=0

{

o8 :i zor @}»
373

i) 4deos’x=1-2senx cosx.

Solucion:

deos’x =1-2 senx cosx => 4 ¢os’ x = sen’x +cos’ X ~ 25X COSX =

4 cos” x = {senx —cosx) =>4 cos’ x—{senx~cosxy = 0 factorizando

cbtenemos:

{Zcosx —{ senx—cosx) } { 2 cosx +{ senxy - c:c»sx}] = (

N 2cosx—senx+cosxy=0=>3cosxy = semxy =fgx =3
x=aelgdt kb

T

Eneste caso sl £=0, x=arcigl e { 0, »:}
ey

Sk=1, x=arciglem @i ;rr%ﬁ)
L2

Siok>1, xel0 27)
i) 2cosx+senx—cosx=0= cosx+senx=0= igy=-1=

3T 3ax Tr
xm-—z~n+kﬁ’z::>x:

B

4
x x|
L8 :{ arc 1g3, arcig3~+m, 1%»7 TL

3



j.

2 sen’x + sen 2x =72,
Solucion:
2 sen’x +sen*2x =2 2sen’x +4 sen’ x cos' x—2=0 =
vl 2 ) - 4 2 —
sen'y-+2senx {}wsen x)»«i =0=>2sen' x-3sen'x+1=0=

{25@;@23{ — E) {.5‘83?2 X E:P = 0 x>

1
) Zsen*x~1=0= senx =% —— =
J2

x:§+2!§:7£” ::>Xr£
4 4

x:gﬁ»%u%wzmx:gfz
4 4

S

5
X =k Qe x =
4 4

7 7
x::wﬁwfriik:fr::wmwﬁ
4 4

i) sen’x~1=0 senx==11=

2 %
X = 2R oy me
2 2

3 3
xm——gi-’%Z!%Ef::s X =

Z k4 E

- {.?E" 3r Sw Tw o 3m
' 4747 47472 2

s 1
k. ser’x+cos’x = Emwi senlx.
Solucion;
3 2 2 I
56?;‘x+§05“3€——§+§ SEM X CO8Y = 0 =

{ senx +cosx) {se;-z:"x —SenX cosx-+ cos’ x}éw senxcasx—1= 0=
{senx+cosx) (1~ senx cosx) - {1 -senx cosx)= 0 =

(1 senxcosx) (senx +cosxy ~ =0=

1
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D 1-senxcosx=0=>2=2senxcosx => senlx =72 > |
=» no hay solucidn
i) semx+cosx-1=0= senx-+cosx=1 elevando al cuadrado

sen’x + 2senxcosy+costx = 1= 1+ sen2x= 1=
sen2x=0=2x=0+2ka =
x=kn=x=0,nx
2x =g+ 2kn =

" r 3m
X=—t = x=—, —
Z 2 2

Comprobamos las soluciones v obtenemos que: & = { 0, fi{},

1
sen’x +cost x = o

Solucion:

4 4 1 z ot _}‘
SEN X+ 008 X =— 2 l8en X] 4008 X = — ==
Z 2

1

i . 1
(1-cos’ x}2+cas‘3xz:::>1w20@52x+9084x+c034x::~
2 2

i
23054x~2$052x+§:0 =deosty—doodtx+rl=0=

Z

(23032x~i> =0 2cos’x-1=0=

, 1 1
COS Y=~ o8y = d= I
2 2

7

x:£+2§m:ﬁx$£
4 4

.
xr:i{;»ﬁ—Zic?rﬁx:i
4 4

_ .
xz%%&kﬁfﬂxzﬁ

5
x=§£+2k?{$x=—£—{
4 4
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. COSX—seny = Cos2x

Solucion:

COSX ~ SENX = COSZXT> COSX ~ SR X = COs’ X — ser’x =>
{ cosx - senx)— (cosx~ senx){cosx + senx)= 0=

{cosx—senx)| 1-{cosx +senx)|=0=

T s

S

, 7
i a::casstef:meﬁzzfgxxiwazﬁmi{zf ;;}x::4 7

i) I-cosx—senx=0 = senx-+oosx =1, elevamos al cuadrado:
serr’x+Zsenx cosx+costx = 1= 142 senxcosx=1=
Zsenxcosx=0=>8en2x=0 =

Z2x =0+ 2km =
x=kn = x=07x
Sx=g4+lkr =

T w3
Xmo—m kT T X,

Lomprobando las soluciones, obtenemos que: S = 4 5—3 Ve a,
L

o 2 3
it R + 4 Sﬁfti: a,
X 2

COS -~
2

Solucion:

i 2 .
mgmi + 4 Sffi?“i =0 == o= O
o 2 x

cos— cos—
2 2

X x X X s
g lx+ 4 sen— . cos— = (, Cos— #lm> — ={ 2h+1— =
8 g ST 2 7 =2k



;.:52

senlx senlx -+ 2 zeny cos2x
+ 25y =0 = =
cosZx cos2 x

0=

2senxcos x+2semx - cos2x =0, cos2xw= 0= 2x=({24 +1)~g~ =

xi{Zic-H;}%

Zsezzx(cosx+23082xmi)=02>
D osenx=0= x=0+2kn=>x=0

x=m+2kr = x=a  por (1) no es solucidn
i) 2cos’x+cosx~1=0=>(2cosx~1){cosx +1}=0=

1 7 T
2eosx—1l=0= cosx=— = X—“:»?%-E?Hr::) ng

3]

ngﬁﬁmzlkﬁii’ xséﬂ
3 3

cosx+1=0= cosx=-1 = x=x+2kr=x=x por{l)noessolucion

gz{gsfjéffm
1733

x [y
tg—i - Eg[ X )= 0.

N J
Solucion:
el o § 7

X b2 1—cosx &7 g4
fg——1Ig x+— =0 = - ﬁ:{}:;

2 4 ) senx rgx1gl

' 4
Sernx

i +1 } .

- ; 1-cosy  Senx -+ 005X

COS¥ 03X =0= - =0, cos x=0

Senx 1. SERX seny COSY — SEN Y

COSX

= (1) x-ﬁ(zé%—é}é?k e Z



COBX - SEA X — GGSE X+ COsXsenx — 3'8ﬁzx —SERX COEX = 0=

senx { COSX — senx}

cosx—senx—1=0, senx # 0= (L) x= kn, kel ncosxy + senx

'

> Igx#l = x;ﬁ%-{»k:fz?kez

cosx—senx =1, elevando al cuadrado, obtenemos:

cos” ¥~ 2cosy senx + sen’x = 1> 2 senx cosx= 0 =

senlx=0 = Sx=0+3knr =

x=kx, por{2) noes solucidn

Lx=m+2kw =

i/ .z
x = Ewi« ko, por {1} no es solucion

115

X ; ; . P .
2cotg == (1+cot gx) . Considerando sus soluciones determinar el valor de

glse,
Solucion:
X 2{(:0&%«? cosxY
2eotg—={1+ catgx)2 T Leosy ). ( b
Z senxy i Sen X
2{cosx+1} . 2cosx cosix
i - =
senx senx Sen'x
2{cosx+1} . 2cosx  costx
nglwmz R o pes Q e

senx senx sen‘x

2C08x senx + 2 senx — sen'x — 7 COBX SeHx— Cos X 0=

sen™x
Zsenx~-1=0, senx =0 = x=bn kel

t e
i s b1
S@?@Xﬁgﬁ =t lkrey x =
6

ud
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5
2"§~+2kﬁ:> xzsz;

6
: S:{j—?- E}m{zecw 150°}
' 6" 6 ’

Para determinar el valor de 1215°, reemplacemos x =30°en 1a ecuacién:

4]
3{; = (1 +cotg30°) =

Zeotgisf=2cotg

2cotglse={1+4/3f

:1~;«2J§+3
=4+243 =
1 243
cotg 15°= 2+ 4/3 = g 15° = =
5 B S0G 2-h
zg*;s0:2"‘/3 =2-42
43
Sog150= 243
2 Seny cosZx X x
SEHNY « CO8" DX b —ossirssinin. 72 GEF] v ¢ cog-m

A

Solucion:

senx 0082 x

X X .
senx-cos” 2 x + = sen= - cos-, muitiplicamos por 2

x x
2 senx - cost2x + seny - cos2x = 2 sen— - Qos—zf =

7 senx - cos’ 2x+ senx - cos2x —~sen x =0 =

se;zx{ZcosZZx—%-mst%E}:G:?

i} senx=0= x=0+2kn = x=0
x=g+lkn = x=7x

) 2cos’ 2x+c0s2x—1=0 = {2 cos2x~1}{eos2x+1)=0=>

2cos2x-~1=0=>cosZx=— =

3 I
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Zx::f_«i«ﬁf{ﬁ::}

T w T
X= —d kg X =, ——
& 68 &

5
ZxW:f+2k75::>

5 S 1w
X5 ot KT T X e e
& 6
Cos2x+1=0= cos 2 x =1 ==
Zx =g+ 2hkm
z % 3z
Xm e K my X
i z 2
s=do % 77 57 Ux & 3z
| 6 & 6 6 272 |

CoSX -~ 08 Tx = Sendx.
Solucidn:  Si ebservamos los angulos de esta ecuacidn y las funciones

involucradas, transformaremos la diferencia de cosencs a producto, es

decir:
i x+Tx x-qy
Cosx~cos?x = sendxy = 2 sen 5 sen 5 = Send o

= Ay
~2 sendx - sen(~3x) = sendx = 2 sendx - send x - sen dx =0 =

ser 4x { 2 sen 3x~1}x@::>
3z

) osenndx=0= 4x=0+2km = x;ﬂ%mxﬁilggm, 5

ko _r 3m Szm o Iw

A= +2RkR = X = e T = T
4 2 4 4 4 4

i) Zsenl3x—1=0= Sen:%xmg —

X m 2kn  m 13w 25n¢m
3xm~—~+,{,fcjr::>xxmw}“«mmm?m.awm
) 18 3 18 18 * 1%
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18 3 38

s:{eiﬁiﬁﬁéﬁﬁzkﬁm 25z Sm 1ir 297)
A 8718 " 187 18’

r. sendxr—senldxy = ﬁ cos 4 x.
Solucién:
sen 5x—sen3x =,/ 2 cos 4x , transformamos a producto:

Ax+3 S5y -3
2 Cos x2 x-sef? xﬁ’ - 2Zcosdy =

i

2eoosdxy senx— 2 cosdx=0=

cosdx (2 senx wﬁ}::

i) cosdx=0= 4x:i§-—!— 2k =

T km .7 57 9w 13m
x =t =y B E]

2 2 g 85 8 b
4y = e - 2

3r km 3 Tr Ulmr 157
+ = -

>

g 2 878 8 38
- 2
} Zsenx 42 0= Sersx:§:>
v =L 2 Werifical
4
g=] 7z 57 9z Bx 3z Tx il 157 7 n|
18’878 8’878 8 8 4 4]

S. sendx-— sendx +sen 2 x—senx =0,
Solucién:  En este ejercicio también transformaremos a producto, asociando

ias funciones senos en forma adecuada:

sen dx—sendy +sen 2 x—senx =0
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( sendx+sen2x)— (sen3x + senx)=0 =

x4+ 2x 4x—2x_q

Ix+x Ix—x
2 sen 5 S etat] .

Z sen 208 ==
2 2 2

Zsenly -cosx—2sen2x-cosx=0=

2 cosx (SeHBxhsefszx} =0 = cosx { senix— .sean} =0 =

3x+2x 3x—2x
cosxi 2 cos 5 . Sen 5 = {} =

Sx X
COSY - COS— « 5 — = [} =5
2 2

. 3 g
i casx:(}mx:%;wg iVerificalot
i) cosizé}:}é{:ﬁ—bzkﬁwx:£+mmx2£2ﬂ,%
2 2 2 3 5 5 5
5 3m dm Akrx 3z Trw
e e b DRIT T X e e T X R e
2 2 5 5 55

x X
iy Smg: 0= 5= O+ 2kn = x=4kn=x=0

x 1 :
SEEE Zkm=x=2r+4kr = no hay solucion

(. w
senl 3x - _é— i -~ GOsx = 0,

i"\ »/‘
Solucion:
I ! - ~ E
s N T (m
5@;@L3x—mlw Cosy = o sele 3 - | sen| -imx)mG:&
J N 2
T 7 A
3k -—4——x Sx-— gy
2 cos 32 sen = = (=
2
7 S
2%+~ Ay —
08 sen 6 = { =




) cos

i}y sen

5

& X o e

£
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2x+-—§= -+ dkmr =

Zx = %»&—4}{%:}-

k¥ 57
X= —— 4 2hkn = = —
iz 12
mx,ﬁ
FI0 S sl
3
O o204 2kn =
2x+%: In--dka =
T
ZXmE;f~+4f(fr:>
6
inw . 177
¥ e b Dl X
12 12
)
4x~£
== 6 =0+2kr —
2
4x—-§—£m4é’ﬁf:>
6
4x:§£+4£tﬁ::>
&
A i 5x 297
X R e b BIT T X TR e o
2 245 24
4x-«s—ﬂ
B

4y — ig::z.ff + &k =

177
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[ 52 Uiz Sz 297 11z 41,@1}&
”112 12 24 24 247 24 |

I .
2 sen E~£J+E:(}.
2 2
Soiucion:
3 Cr ox
2 Rew +1=0 = -2 sen mwmwﬂiﬁ@:::b 2{303 +i =0
L 2 2) | Lz 2) yi
A | 7
:}cmizwmfzﬁw%Zkﬁmxmzﬁvéwm‘::»xm%
z 0z AR 3
¥ 5z

{
T S o et €::1§£%~%§ﬁwxx}§—%ﬁi€},2ﬁ}
2 3 3 3

lox
S:::‘cjmw
LE}

008 3% — cos8x — sep 2x = 0,

Solucion:

{ cos 3x—cosx)~sen 2x =0=> — 2 sen 2x - senx - senlx =0 =

~sen 2x {2 senx+1)=0=

) Zsenx+li=0= senx=-—

senZx =0 = 2y =0+2kr > x=kr=x=0n

Eis 7 3z
dxmgtlkn = rs—trkrors— I
2 22

s

B3 ] e

ox

JZ?Z‘ ELd
x:wgw%«z,%zz::} ¥

i tlx
xmézi‘f 2k oy %

{ 3

| T 2z Tw o lim
S:'{E {}?Hﬁ"—&m"n E

L 2

2767 6|




EJERCICIOS PROPUESTOS

Resolver v x [ 0, 27]

9
2)
3)
4)
2)
6)

7)

8)

9)
10)
11)

12)

13)
14
15)

16}

17)
18)
19)

2 sen* x+3cosx =0
T x|
cotgyx + ce@g{~g+xj =2

sendx -2 senlx =0
ig 2x + 2senx =10
ie{ 2x~15°)+1x0
sen3x =8 sen’ x

frlx

x
4 sepp— o+ =

X
CO8
2

V3

sezfz( 30°+x) ~ cos(60%+x) = "

senx{ 2cos4x 1} {cosx +3)=0
tgdx=igx

sen’ x + 4 cosx fgx - 21=0
cosdx + sendy - cosly - senx =

sen dx = senidx -~ seny
cosSx +cosxy=~2cos Zx
(t+sen2x){1-gx}=1+12x

1 5x Sx
yendx - cosx = -
4 Z 2

cosEx -cosdxy =semdx

seniiy semdx -+sen Sy -sen 2y =0

seo dy —sec 2y =72

+ SR e Q8 e

122



20} zg{vakfz«J-zg

1)
2)

3}

4)

6)

7)

8)

13)

14)

g Z}T 47‘}
-—«‘1 ,—; 5
§ ={30°,150°,210°,330° }
D iz ]
s={02.x.2 2]
2 2 )
S:«:{(},;ﬁrﬁgﬁiﬁjﬁ}k
37 3 ]

L2712 12 12

i,

. [ sx im n 232‘5}

5 jc 2y Sn Tn ﬁ?ﬂr
o= k?";z':' , T e s
L -

s 3 k-

676" 6 6|
S = {G?‘ZJ’Z’?{ :w}
373

NN

1676 |

[ Tn 13w ir 17|
S=10 7 2m fi?_ffis 3 319?{}375}?5?2 4

| 127127 12 712 12 e 12
S:{a,ﬁ,m}
§=¢

(7 5z 7n 137 257 57 29?:::1

S=d 2 22 1 SR edR A Lo

6" 6718 187 18 718" 18 |

( ,
§=40, 2% 500 2 L 0]
1 27375

123
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19) §=

20) §=

15) S:{aﬁ,z 3z Z»‘:’E,}
4 4
16) § = Eng?f}ZSﬁ’ijf,E7yr,297r}
187 18 ° 18 ;8 18 18
7 7
17) §=1 2 o, f,ﬁ,ﬁyn,iﬁgﬁ,ﬁ,zg}
& 6 427 4 4 2 4
18) S:{x:%é xm%,xe{{), 2?3}}
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